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7 STRAHLUNG UND ATMOSPHARISCHE ENERGETIK

7.1 STRAHLUNG UND THERMODYNAMIK

In Kap. 2.7(d) wurde anhand der Entropiebilanzgleichung darauf hingewiesen, daR
die positive Definitheit der Entropiequelle nicht mehr gewihrleistet ist, wenn man
im Produktionsterm -W-vT/T2 > O von {2-70) den Warmestrom W durch einen
"Strahlungs-Wérmestrom" R erganzt. Die positive Definitheit von -W-VT beruht da-
rauf, da® der Vektor W dem Gradienten VT entgegengerichtet ist. Da jedoch R nicht
aus dem Temperaturgradienten errechnet wird, und ihm auch nicht entgegengerichtet
sein mufd, kénnte eine als -R-VT/T2 formulierte Entropiequelle auch negativ sein, was
der Zweite Hauptsatz verbietet. Ein Beispiel hierzu gibt ein Gedankenexperiment von
Max Planck, wonach man mit einer aus Eis geformten Linse die Sonnenstrahlung so fo-
kussiert, dal® ein Feuer entfacht wird. Zwischen Linse und Feuer ist der Strahlungs-
vektor R ganz offensichtlich nicht von "warm" nach "kalt" gerichtet! Ein "Strah-
lungs-Warmestrom™ R ware also nicht mit der irreversiblen Thermodynamik vertraglich.

Dal3 der "Strahlungs-Warmestrom™ R im Gegensatz zu den diffusiven Warmestrémen W
keine thermodynamische Relevanz hat, geht auch aus folgender Uberlegung hervor.
Jedes Auftreten eines materiellen ("diffusiven”) Warmestromes W bewirkt einen
Ausgleich von Temperaturgegensétzen, und da dieser Ausgleich irreversibel ist, ist
das Auftreten von W unlésbar mit dem Ablauf eines irreversiblen Vorganges verknapft.
Das Auftreten eines "Strahlungs-Warmestromes” R dagegen ist schon deswegen nicht
mit Irreversibilitdt verknlpft, weil man den Strahlungsweg mit Spiegeln umkehren
kann, jedenfalls solange keine Streuungs-, Emissions- und Absorptionsprozesse statt-
finden. Erst die letztgenannten Prozesse sind irreversibell So gesehen, kann man die
irreversiblen Strahlungsvorgénge eher als eine Art skalare "Phasenumwandlung von
Photonen™ deuten als durch einen vektoriellen Warmetransport (Callies und Herbert,
(1984)). Diese Uberlegungen lassen vermuten, daR man zur Beschreibung irreversibler
Strahlungsvorgéange andere GroRen als den Vektor R benutzen muld. Tatsachlich werden
wir in Kap. 7.8 GréRen verwenden, die ska/aren Phaseniibergangsfliissen entsprechen.

Das Strahlungsfeld kann man efektrodynamisch oder quantentheoretisch beschreiben,
je nachdem, ob man das Bild der elektromagnetischen Wellen mit der Frequenz v
verfolgt, oder das Bild der Photonen als kleinste, nicht mehr teilbare "licht-
einheiten” mit der Energie hv {h = Planck'sches Wirkungsquantum). Wenn man das
Strahlungsfeld thermodynamisch beschreiben méchte, namlich durch eine Gibbs'sche
Fundamentalform der Art dE = -pdV + TdS, so muB man ihm offenbar die Eigen-
schaften Energie, Druck, Volumen, Temperatur und Entropie zuordnen. Das ist sowohl
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im elektrodynamischen als auch im quantentheoretischen Bild méglich. Mit Hilfe der
elektrodynamischen Gleichungen kann man berechnen, daR ein isotropes Strahlungs-
feld, welches sich in einem bestimmten abgeschlossenen Volumen befindet, auf die
Whaénde dieses Volumens einen Druck ausiibt, der einem Drittel der volumenspezifischen
Energie des Strahlungsfeldes entspricht. (Beachte, daR die GréRen Energie/Volumen
und Druck die gleichen Dimensionen haben). Quantenmechanisch gesehen ist der
Strahlungsdruck noch anschaulicher zu verstehen, namlich als mittlere, auf die
Flache bezogene Anderung des impulses der Photonen bei der Reflexion an den Wanden
des Volumens. - Daf man dem Strahlungsfeld auch die weiteren thermodynamischen
GréBen Temperatur, Energie und Entropie zuordnen kann, geht daraus hervor, daR ein
beliebiger Kérper in einem zunéchst strahlungslosen Vakuum aufgrund seiner Tempe-
raturstrahlung Energie verliert, und dabei wegen 8E/8S|, > O auch Entropie. Da
Energie global erhalten bleibt, und da Entropie global nicht abnehmen kann, muf8 das
aufgebaute Strahlungsfeld Trager von Energie und Entropie sein.

Wenn der strahlende K&rper in einem anfanglichen "Strahlungs-Vakuum" durch Winde
eines Hohilraumes eingeschlossen ist, und wenn die Innenwénde die vom Kérper
ausgesendete Strahlung reflektieren, so wird der Koérper die von ihm selbst
emittierte Strahlung zunehmend auch wieder absorbieren. Somit wird die auf die Zeit
bezogene Abnahme der Kérper-Energie und -Entropie immer geringer, und auch die
Energiezunahme im Strahlungsfeld nimmt ab. Es stellt sich der Zustand eines
Gleichgewichtes ein, in dem die Kérpertemperatur nicht mehr abnimmt. Diese Gleich-
gewichtstemperatur des Koérpers charakterisiert auch das dann entstandene Strah-
lungsfeld, sie kann ihm zugeordnet werden! Somit ist auch eine Strahlungstemperatur
definiert. Der Hohlraum ist in der Strahlungsphysik deswegen so wichtig, weil er die
experimentelle Vorrichtung zur Herstellung dieses Gleichgewichtes darstellt! -
Dieses Gedankenexperiment hat groRe Ahnlichkeit mit dem eines Wassertropfens, den
man in einen trockenen abgeschlossenen Raum einbringt, und der durch Verdunstung den
Raum mit Wasserdampf fullt, bis der Sattigungsdampfdruck erreicht ist, bei dem sich
die chemischen Potentiale von Wasser und Dampf angeglichen haben. - Da der
geschilderte ProzeR des Erreichens des Gleichgewichtes irreversibel ist, kann
Entropie nicht nur von der Materie zum Strahlungsfeld "gewandert" sein, sondern es
mufd auch Entropie erzeugt worden sein: das Gleichgewicht ist wieder durch ein

Maximum der Entropie im isolierten System charakterisiert {— Kap.1.8(b))!

Wenn sich im Hohiraum mehrere Korper ungleicher Temperatur befinden, so findet
zwischen thnen durch Absorptions- und Emissionsprozesse ein Entropie- und Warme-
austausch statt bis zum sogenannten Strahlungsgleichgewicht, bei dem alle Kérper-
temperaturen gleich sind und konstant bleiben, weil jeder Kérper ebensoviel Energie
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emittiert wie er absorbiert. Die Temperaturen andern sich also nicht mehr, obwoh/
Emissions- und Absorptionsprozesse nach wie vor stattfinden, und obwoh! die Kérper
durchaus ein unterschiedliches Absorptionsvermdgen haben kénnen. Wenn also bei
diesem Strahlungsgleichgewicht im Hohlraum ein Korper eine gréfRere Energiemenge
absorbiert als ein gleichgrofRer anderer, so mul® er auch entsprechend mehr Energie
emittieren. Dies ist die "Prevost'sche Regel".

Das soeben definierte Strahlun'gsgleichgewicht als "Gleichgewicht™ zwischen absor-
bierter und emittierter Strahlungsenergie ist kein zusatzlicher Bestandteil des
thermodynamischen Gleichgewichtes, wozu nach den Erérterungenin Kap. 1.8(b) thermi-
sches, chemisches und mechanisches Gleichgewicht gehéren. Im Strahlungsgleich-
gewicht kann héchstens ein thermisches Gleichgewicht vermitteft werden, wenn die
Randbedingungen dieses zulassen und wenn keine "materiellen" Warmetransporte wie
Waérmeleitung oder Konvektion zur Verfligung stehen, welche ja "normalerweise™ den
Temperaturausgleich zwischen unterschiedlich temperierten Teilsystemen bewirken.
Anders als der Hohlraum ist die Atmosphéare ein offenes System, sogar mit nicht-
homogenen Randbedingungen. Hier liegt von vornherein kein thermodynamisches Gleich-
gewicht vor (— Kap. 1.9{(c)}. Dennoch kann auch hier Strahlungsgleichgewicht vor-
liegen! Dann flhren die Absorptions- und Emissionsprozesse zwar nicht zur Anglei-
chung der Temperaturen, jedoch zu deren zeitlicher Konstanz. Wenn diese zeitliche
Konstanz unter Mitwirkung von strahlungsbedingten und materiellen Energietransporten
aufrechterhalten wird, so kann natlrlich kein "Strahlungsgleichgewicht” zwischen
absorbierter und emittierter Strahlungsenergie bestehen. Ein solches "energetisches
Gleichgewicht” zwischen empfangener und abgegebener Warme ist also weder mit
Strahlungsgleichgewicht noch mit thermodynamischem Gleichgewicht zu verwechseln.

Kommen wir noch einmal zum Hohlraum zuriick, in dem das Strahlungsgleichgewicht zu
einem thermischen Gleichgewicht fiihrt, welches schon in Kap. 1.8(b) besprochen
wurde, dort allerdings durch Waéarmeiibertragung innerhalb des materiellen Feldes
zustande kam. Wir haben besprochen, da® wir das thermodynamische Gleichgewicht als
"Summe" von thermischem, mechanischem und chemischem Gleichgewicht nicht umdas
"Strahlungsgleichgewicht" erweitern miissen, wenn wir nun gegenliber Kap. 1.8(b) das
materielle Feld durch das Strahlungsfeld erganzen. Wir missen jedoch das dort
definierte thermodynamische Gleichgewicht um eine andere "Komponente" erweitern,
und zwar um das Strahlungsfeld - Gleichgewicht. Dieses darf nicht mit dem Strah-
lungsgleichgewicht verwechselt werden. Letzteres bezeichnet ja einen durch das
Strahlungsfeld vermittelten Temperaturzustand /n der Materie, wahrend das Strah-
lungsfeld - Gleichgewicht einen Zustand im Strahlungsfeld selbst bezeichnet. Das
Strahlungsfeld ist im Gleichgewicht, wenn es isotrop ist, d.h. wenn die Strahlung
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keine Richtung "bevorzugt" oder sonstwie auszeichnet, und wenn keine Frequenz-
besonderheiten auftreten. Letzteres ist dann der Fall, wenn das Strahlungsfeld ent-
sprechend dem Planck'schen Gesetz {(— Kap. 7.3(a)) frequenzmalig "schwarz" verteilt
ist.

Entsprechend befindet sich das Strahlungsfeld im Nichtgleichgewicht, wenn es rich-
tungsmaRig und frequenzmalig geordnet ist. Dann verandert sich durch die fortdauern-
den Emissions-, Absorptions- und Streuprozesse nicht nur das materielle Feld,
sondern auch das Strahlungsfeld se/bst. Diffuse Streuung vergréRert die Richtungs-
vielfalt {verringert die "Kohédrenz" der geordneten Stirahlung). Ferner eliminieren
Absorptions- und Emissionsprozesse durch Materie alle Richtungs- und Frequenzbeson-
derheiten. Dabei wird Entropie produziert, d.h. auch hier wird die Entropie auf
einen "negativen” Ordnungsbegriff zuriickgefihrt. Sie hat erst dann den Héchstwert
erreicht, wenn das Strahlungsfeld-Gleichgewicht erreicht ist, bzw. wenn thermo-
dynamisches Gleichgewicht erreicht ist, zu dem nun auch das Strahlungsfeld-Gleich-
gewicht gehort. - Ein Strahlungsgleichgewicht kann auch vorliegen, wenn das
Strahlungsfeld {noch) geordnet ist, d.h. sich selbst im Nichtgleichgewicht befindet!

7.2 GRUNDBEGRIFFE DER STRAHLUNGSPHYSIK

7.2{a) Das elementare Strahlenbiindel

Wie wir in Kap. 2.1 besprochen haben, sind die Elementargebilde des hydrodynamischen
Strémungsfeldes nicht etwa singuldre Massenpunkte, sondern die Luftteilchen mit
nichtverschwindender, wenn auch infinitesimaler Ausdehnung. Diese Luftteilchen
kennen bereits Eigenschaften wie Temperatur oder Dichte, d.h. sie bestehen trotz
ihrer infinitesimalen Ausdehnung aus so viele Massenpunkten, daR die in Kap. 1.2
beschriebene thermodynamische Mittelung méglich war. Die "Atomisierung” des mate-
riellen Stromungsfeldes besteht also darin, dal? man infinitesimale materielle Volu-
menelemente betrachtet, die folglich einen dreifach infinitesimalen Energiebetrag
beinhalten. Wie hat man sich nun eine entsprechende "Atomisierung” des nichtmate-
riellen Strahlungsfeldes vorzustellen? Wie sieht sein Elementargebilde aus?

Obwohl es eine populdre Vorstellung ist, dal? das Elementargebilde des Strahlungs-
feldes ein Einzelstrahl wére, ist dies nicht der Fall. Ein Einzelstrahl entspricht
eher einem Lichtquant und somit einem Massenpunkt {Atom) des materiellen Feldes.
Hingegen entspricht das materielle Luftteilchen einem infinitesimalen monochromati-
schen Strahlenkegel/ mit infinitesimalem Offnungswinkel, auch Elementarbiindel oder
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Elementarkegel genannt. Betrachtet man das Strahlungsfeld im materiell leeren Raum,

so gehen von jedem Raumpunkt solche Elementarbindel nach allen Richtungen aus. Diese
Raumpunkte sind zu vergleichen mit den Punktquellen der Sekundéarwellen bestimmter
Wellenidngen nach dem Huyghen'schen Prinzip. Zu beachten ist, daR in den Kegeln die
Energie in beide Richtungen flieBen kann. l.A. geht also ein Energie- AbfluR in einem
bestimmten Kegel einher mit einem Energie-ZufluR in entgegengesetzter Richtung. Die
Energie flief3t in Richtung Kegel6ffnung und in Richtung Kegelspitze (und dann weiter
in Richtung Kegel6ffnung eines entgegengesetzten Kegels).

Ein streng mathematischer Punkt kann nicht von Energie "durchstrémt™ werden, denn
dann mii3te die Flachendichte des Strahlungsflusses unendlich sein. Man koénnte
meinen, daf3 die Fokussierung der Sonnenstrahlen im "Brennpunkt" einer Sammellinse
ein Gegenbeispiel sei. Tatsachlich aber sammelt die Linse die Sonnenstrahlen nicht
in einem Punkt, sondern sie erzeugt ein kleines flichenartiges Bild der Sonne. Die
Spitze des infinitesimalen Elementarkegels ist also kein Punkt, sondern eine
zweifach infinitesimale Flache d2A. Ebenso ist der Offnungswinkel

d2w = d2s/r2

zweifach infinitesimal. Dieser Raumwinkel ist der Quotient zwischen "Offnungs-
Flache” d?s und dem Quadrat der Kegellange r. Er wurde analog zum Fldchenwinkef als
Verhéltnis "Bogenldnge ds / Radius r" definiert. Der Energiegehalt bei gegebener
Kegelspitzenfliche d2A und bei gegebener Offnung d2w hingt auRer von diesen beiden
IntervallgréRen noch ab von dem Winkel zwischen der Flachennormalen auf d2A und der
Symmetrieachse des Raumwinkels d2w. Je gréRer dieser Zenitdistanzwinkel ¢ ist, desto
geringer ist die "Sichtflache" wvon d2A in Durchflulrichtung. Die resultierende

Verringerung des Energie-Gehaltes im Elementarkegel ist durch
i = cOs®

gegeben. Die "Atomisierung” des Strahlungsfeldes beschrankt sich jedoch nicht nur
darauf, daR die flichenartige Kegelspitze und der Offnungswinkel infinitesimal sind.
Der Elementarkegel hat zudem auch noch eine infinitesimale Lange, und auch die
Wellenldngen bzw. die Frequenzen der beteiligten elektromagnetischen Wellen liegen
in einem infinitesimalen Intervall. Wahrend also das Luftteilchen als materielles
Elementargebilde einen dreifach infinitesimalen Energiegehalt d3E hat, ist die
Energie d®E des Strahlungsbindels sechsfach infinitesimal. Sie enthéalt sechs
infinitesimale Faktoren:
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1) Die Energie, die das Flachenelement durchstromt, hangt von seiner GrélRe d2A ab
{(wie gesagt verschwindet die Energie, die durch einen Punkt stromt).

2) Der Offnungswinkel {ein Raumwinkel d2v) ist infinitesimal. {Ein "Einzelstrahl"
wire ein Strahlenbiindel mit dem Offnungswinkel Null und kénnte keine Energie
enthalten}. Durch die Symmetrieachse von d2w ist eine Neigung ¢ gegeniber
der Flachennormalen zu d2A vorgegeben, {(s.u., Skizze in Kap. 7.2(b}}, von

der die Energie d®E Uber den Faktor p=cos® ebenfalls abhéngt.
3) Die Lange des Kegels ist infinitesimal. Sie ist gegeben durch das Produkt

cdt aus Lichtgeschwindigkeit c=const und einem infinitesimalen Zeitabschnitt
dt. (Ein Kegel der Lédnge Null enthielte natiirlich keine Energie).

4) Die Frequenzen des Strahlungskegels bilden ein infinitesimales Frequenzintervall
dv. (Ein monochromatisches Blindel im wdrt/ichen Sinn hatte ein verschwindendes
Frequenzintervall und damit keine Energie).

Insgesamt ist dfE proportional zu u und zu den infinitesimalen Intervallen:

(7-1)  dPE = I, d?A pd% dt dv ¢ |, = dSE / d?A pdZo dt dv  mit

p = cosé¢ und d2w = d2s/r?

Wir betrachten also Strahlenbiindel der Ldnge cdt mit Wellen im Frequenzbereich dv,
deren Spitzen auf d2A liegen, die nach beiden Seiten mit einem Raumwinkel d2» getfi-
net sind, und die mit der Flachennormalen den Winkel ¢ einschilieRen. Der Propor-
tionalitdtsfaktor |, hei®t monochromatische (oder spektrale) Strahidichte oder
Intensitdt, engl. "spectral radiance” oder "intensity". |, ist die Strahldichte wun-
polarisierter Strahlung, andernfalls muf® Gleichung (7-1) noch den Faktor 2 ent-
“halten. - |, ist eine orts- und zeitabh&éngige Feldfunktion, die noch zusatzlich
von der Richtung des Biindels abhangt, die durch den Einheitsvektor e gegeben sei:
I, = l,ret) Spezialfdlle liegen vor, wenn die Abhéangigkeit von der Richtungs-
koordinate oder von der Richtungs- und Raumkoordinate entfallt:

If

b, = Lt : Isotropes Strahlungsfeld (unabhangig von der Richtung e)

[, (1) : Homogen-isotropes Strahlungsfeld (auch ortsunabhéangig}

b

7.2(b} Radiometrische StrahlungsgroRen

Durch eine Frequenzintegration erhélt man aus (7-1)
d5E = d2A pd? dt | I, dv oder mit
0

(7-2) I = T I, dv - die funffach infinitesimale Energie
0




Kap. 7: Strahlung und atmosphdrische Energetik 361

(7-3) d°E = | d2A pd2w dt o | = d5E / d?A pd2w dt

Aus der in (7-2) definierten spektralintegrierten {"gesamten") Strahidichte oder
Intensitat 1, auch "Helligkeit" genannt, 1Bt sich umgekehrt durch Differentiation
auch wieder die spektrale GroRe bilden:

(7-4) 1, = dl/dv

Anstelle von (7-4) kann man durch Ableitung nach A auch eine auf die Weflenldnge
bezogene monochromatische Intensitat bilden:

(7-5) I, = dI/da

Die Frequenz v hat gegeniiber A den Vorteil, daR sie sich beim Durchgang durch

Materie nicht &ndert. Daher ist die spektrale GréRe |, der GréRe Iy oft vorzuziehen.
Die Einheiten sind

fl,] = Energie / {Zeit-Flache-Raumwinkel-Frequenz)
= Watt-s/(m2-Steradiant} = Joule/(m2- Steradiant)

Energie / {Zeit-Flache-Raumwinkel-Wellenlange)
Watt/(m3- Steradiant)

LY

{11 Energie / (Zeit-Flache:-Raumwinkel) = Woatt/{m2:Steradiant)

Die Umrechnungsformel zwischen den spektralen GréRen lautet

7-6) 1, = (22

denn wegen A=c/v (oder v=c/A) ist A=A{v) mit /9y = -cfv2 = -A2/c also:
ol al ax A2
[, = <& = 2222 - |, ( -4 .e.d.
' 7 @ o ev A b

Wahrend sich die (spektralen oder gesamten) Strahidichten (Intensititen) auf den
Energiestrom durch das Flachenelement in eine Richtung beziehen, umfassen die ent-
sprechenden "FluRdichten" die Energiestréme in afle Richtungen. FluRdichten sind
also Raumwinkelintegrale UGber Strahldichten. Man gewinnt sie durch Integration von
I, uUber alle Raumwinkel nach einer Seite. Dazu bendtigen wir die Darstellung des
Raumwinkels in Kugelkoordinaten. Der Zenitdistanzwinkel ¢ hangt mit dem geogra-
phischen Breitenwinkel ¢ zusammen durch die Beziehung # 2 90°-¢ (— Anhang B. 1(a}).

Der Azimutwinkel « des Raumwinkels entspricht genau dem Langenwinkel. (Daher
bezeichnen wir den Azimut nicht, wie sonst Ublich, mit ¢}. Der in {7-1) enthaltenen
Offnungswinkel d2e = d2s/r2 benétigt eine Offnungsfliche d2s, die sich aus der
folgenden Skizze ergibi:
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Zenit

Schnittebene

A

Horizont

]ed2|A—>| r.
|

von oben geléehen,

r'de=rsinede

um e ged rehllt:

d?s = dx dy = ({rsinsda) {rd¢) = r2sins do dea.
{7-7) d?w = sing doe da = (-) du de mit p = cose

Das Minuszeichen in der zweiten Zeile wird oft weggelassen, da man den Winkel-
Betrag im Auge hat und nicht die Raumwinkelanderung bei einer Anderung von coss.
(Ganz dhnlich wird auch in {7-6) das Minuszeichen oft weggelassen, da dort nicht das
bezaglich v und A gegenldufige Verhalten interessiert, sondern die absolut zu
nehmende Strahldichte). Mit (7-1) und {7-7) ergibt sich:

T2

27
d*e = d’Adtdv JTpd* i, = d’Adtdv [ de [ cose sins do |,
0 o

Mit der monochromatischen FluRdichte F,,, {engl. "irradiance” oder "flux density"):

21 /2

(7-8)  F, = [ da [coss sinodol, = [fpdel,,
0 0
(Einheit Energie/(Flache-Zeit-Frequenz) = J/m2), schreibt sich die obige vierfach

infinitesimale Energie:

(7-9) d*E - d*AdtdvF, <« F, = d’E/d*A dtdv
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Bei isotroper Strahlung ist der Integrand |, in {7-8) von den Winkeln « und ¢ unab-
hangig, und man erhalt

27 m/2
l, [ de [ cos® sine dv
) 0

Fy

F, = 2nl, [ 5 sin% ]:/2

also

{(7-10)  F, = =,

Ebenso gilt nach Frequenzintegration auf beiden Seiten:
(7-11y F = =l

mit der zu (7-2) analogen Beziehung

(7-12) F F, dv [F] = Energie/(Flache-Zeit) = Joule/m2s = Watt/m?

Il
o8

Der Strahlungsflul ¢ {(auch Strahlungsleistung, engl. "total flux", "radiant power”
oder "radiant flux"} ist gegeben durch die Integration fiber eine endliche Flache:

(7-13) ¢ = [ Fd°A [¢] = Energie / Zeit = Watt

Wahlt man fur A eine geschlossene Flache, so ist ¢ die gesamte Energiemenge, die die
im inneren enthaltenen Strahlungsquellen in der Zeiteinheit ausstrahlen. - Es ist
zu beachten, daR diese in der Strahlungslehre {ibliche Definition eines Energieflus-
ses abweicht von der bisherigen Definition eines materiellen Flusses einer belie-
bigen Eigenschaft (— Kap. 2.2(a)) , z.B. der Energie:

bisher: "EnergiefluR” = Energie/{Zeit-Flache)

nun: "EnergieflulR" = Energie/Zeit ; "EnergiefluBdichte” = Energie/{Zeit-Flache)

Integriert man auch noch Uber die Zeit, {bei konstantem Flul3 reicht auch eine
Multiplikation mit der Zeit), so erhalt man die gesamte in dieser Zeit abgegebene
Energie E. - Fur F, ¢ und E lassen sich entsprechende Beziehungen wie (7-1), (7-3)
oder (7-9) herleiten.
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Zusammenfassender Uberblick (iber die radiometrischen GrdBen:

= spektrale Strahldichte (Intensitat)
= gesamte Strahldichte (Intensitat)

-
|

» = spektrale FluRdichte
gesamte FluRRdichte

= Flu® (Strahlungsleistung)
= Energie

m S T m —
I

Das Wort "spektral” (bei Bezug auf v ader A) kann auch durch das Wort "monochroma-
tisch" ersetzt werden. Das Wort "gesamt” steht flr "spektralintegriert”. Die
Integrationen lauten zusammengefaldt:

d’E = I dv |1,] d*A ud® dt = | d®A pd dt
d'E = IT ud%» 1,,] d°A dt dv = F, d’A dt dv
d’E = F IIS pd%e dv l,,] d’A dt = F d’A dt

d’E = TIIT nd?e dv dt |v} d’A = ¢ d’A

Natiirlich sind auch andere Integrationen méglich, z.B. kann (ber d2A integriert
werden, ohne Uber die Ubrigen Intervalle zu integrieren. - Der "Strahlungswarme-
fluB" R, der in Kap. 7.1 erwahnt wurde, aber auch bereits in Kap. 2.7(d) diskutiert
wurde, ist gegeben durch

(7-14) R = [[fel, d dv

(Beweis — Kap. 7.7, (7-82b)}. Als Raumwinkelintegral Gber Strahldichten ist der
"Strahlungs-Wérmestrom™ R eine mit dem Einheits-Richtungsvektor e multiplizierte
vektorielle FluBdichte senkrecht durch die Flache d2A.

7.2{c) Uberblick iiber irreversible Strahlungsvorginge

Die bisher eingeflhrten Begriffe beschreiben die Ausbreitung der Energie im
Strahlungsfeld ohne Wechselwirkung mit Materie, so dafR die Strahldichte invariant
bleibt. Auch die Entropie des Strahlungsfeldes #ndert sich nicht, da die reine
Ausbreitung wegen der grundséatzlich mdéglichen Strahlungsumkehr reversibel ist.
Energielibergédnge zwischen der Materie und dem Strahlungsfeld finden bei Emissions-
und Absorptionsprozessen statt. - Die emittierte Energie geht auf Kosten der

Kérperenergie. Wenn dies elektrische und/oder chemische Energie ist, so spricht man
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von "Lumineszenz", ist es die "Warme", so spricht man von "Wéirmestrahlung" oder
"Temperaturstrahlung”, die uns hier ausschlielSlich interessiert.

Emissions- und Absorptionsprozesse sind irreversibel, ebenso wie Streuprozesse. Dies
sind Wechselwirkungen zwischen Materie und Strahlungsfeld, bei denen sich die Ener-
gien der beiden Systemkomponenten nicht dndern, sondern nur die Richtungen der
Energieausbreitung im Strahlungsfeld. Die GréRe der streuenden Teilchen variiert
zwischen 10-8 cm {Molekile) bis 1 cm (Hagelkérner, Regentropfen). Das Streumuster
hangt vom Quotienten q aus Partikelgrége und Wellenldnge ab. Man unterscheidet
zwischen Rayleigh-Streuung (q < 1, 2.B. als Ursache fir das "Himmelsblau") und Mie-
Streuung, die hauptsachlich in Vorwarts- Richtung stattfindet {q = 1). Molekule oder
Wolkentrépfchen streuen die im sichtharen Spektralbereich auffallende Strahlung fast
vollstandig. Ein WeiRer Korper ist dadurch definiert, da® er keinerlei Energie
absorbiert, dal® er also die Strahlung afler Frequenzen streut (wobei die Trans-
mission als Sonderfall der Streuung mit verschwindender Richtungsé&nderung angesehen
wird). Daher kann er wegen der Prevost'schen Regel {(— Kap. 7.1) auch nicht emit-
tieren. Ein weilRer Korper ist also nur zu sehen, wei/ er streut.

Partiell emittierende Gegenstadnde streuen nur einen Anteil der auffallenden Strah-
lung, da sie nach der Prevost'schen Regel auch einen Anteil absorbieren miissen. Bei
"normaler” Temperatur sind sie jedoch nur aufgrund des gestreuten, nicht des emit-

tierten Anteils sichtbar, wie aus den Strahlungsgesetzen folgt (— Kap. 7.3). Ein
Grauer Koérper ist dadurch definiert, dal® das Verhéltnis zwischen absorbierter und
gestreuter Energie von der Frequenz unabhéngig ist. Kérper sind farbig bei fre-
‘quenzabhangiger Absorption. Z.B. absorbiert Gras im roten und blauen Spektral-
bereich, und "griin" bleibt in der Streustrahlung Qbrig. Ein Schwarzer Korper ist
dadurch definiert, daR er sogar die gesamte auffallende Strahlung jeder Wellenlénge
absorbiert. Da die Streuung verschwindet, kann man ihn nur sehen, wenn seine
Emission im sichtbaren Spektralbereich stattfindet, d.h. nach den Strahlungsgesetzen
bei hoher Temperatur: Er muR "glihen", d.h. der "Schwarze” Kérper wird "rot"!

7.3 STRAHLUNGSGESETZE

7.3{a} Das Planck’'sche Gesetz und Spezialfille

Das Planck'sche Strahlungsgesetz beschreibt die Emission eines schwarzen Koérpers mit
der Temperatur T. Die Bezeichnungsweise der radiometrischen GréRBen weicht im Falle
der Schwarzstrahlung etwas von der in Kap. 7.2 beschriebenen ab. Mit den Symbolen
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—"  fOr "Integration Uber" bzw. "Multiplikation mit"
"e" fur "Differentiation nach” bzw. "Division durch”

(letzteres jeweils flir konstante Verhéltnisse) kann man die Beziehungen zwischen den
radiometrischen StrahlungsgréfRen aus Kap. 7.2(b) folgendermalRen zusammenfassen:

Ly LN, d2e
N d?A dt
d2e A F «—— ¢ «—— E
l, ——— F, dv

Hier werden die Raumwinkelspezifizierungen mit einem Symbolwechsel/ (F — 1), die
Frequenzspezifizierungen dagegen durch einen zusétzlichen Index (v bzw. A) gekenn-
zeichnet, Beide Spezifizierungen kennzeichnen Abweichungen vom Strahlungsfeld-
Gleichgewicht (— Kap. 7.1). Etwas konsequenter ware daher ein Bezeichnungsschema,
welches beide Einschrdnkungen durch Indizes kennzeichnet:

d
Fo.w s Fo x, 4%

d2w
—2

F dZA ® dt E

Foow F, “dv

Genau dieses Schema ist in der Beschreibung der Schwarzstrahlung auch Ublich, wobei
fur die FluRdichte statt "F" das Symbol "B" {von "Blackbody"} verwendet wird. Das
Planck’'sche Strahlungsgesetz beschreibt die Emission unpolarisierter elektromag-
netischer Strahlung mit Wellenlangen im Einheitsintervall um 2, die senkrecht von
der Einheitsflache eines schwarzen Korpers mit der Temperatur T ausgeht. Die in der
Zeiteinheit in den Einheitskegel ausgestrahlte Energie {also die entsprechende
monochromatische Strahldichte oder Intensitat) ist gegeben durch

2
(7-15)  By,T) = 2NS 1
AS exp[ he ] -1
kaT

mit den Konstanten

h=6.6-10"3 Js Planck'sche Konstante

¢ =30- 108 ms? Lichtgeschwindigkeit

k =1.4 - 102 JK1 - Boltzmann-Konstante

Die frequenzbezogene emittierte Strahldichte ist gemaR (7-6) Bv‘w(T) = BM,(T) A2fc:

Zhc 1
(7-16) By ,{A,T)
e A3 exp[h-c—] -1
kaT

Hier bedeutet der /ndex v auf der linken Seite, dal? die Strahldichte auf die Fre-
quenz bezogen wird, und das Argument A auf der rechten Seite, daf? diese Frequenz-
bezogenheit durch die Wellenlange ausgedrickt wird. Mit 2 = cfv folgt die
einheitliche Darstellung:
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(7-17) By ulwT) = 22 L
c? exp[ h—"] -1
kT

Eine gelegentlich anzutreffende "Mischform™, bei der die Frequenzbezogenheit durch v
und durch A ausgedriickt wird, ist gegeben durch

A2 exp[ %] -1

Die Planckfunktion B, , kann nicht aus der Thermodynamik abgeleitet werden, son-
dern nur unter Hinzunahme der Quantenhypothese: h /st das Wirkungsquantum, d.h.
die kleinste Menge der GroBe "Wirkung" = "Energie-Zeit". Folglich ist hv die
kleinstmogliche Menge der Grofde "Energie”. Im Exponent wird diese Energie mit der
mittleren Energie pro Molekiil-Freiheitsgrad verglichen, die durch kT/2 gegeben ist,
wie man gaskinetisch zeigen kann. Die Planckfunktion ist eine Verteilungsfunktion
von dhnlichem Typ wie die in Kap. 1.12(a) angegebene Maxwell'sche Geschwindigkeits-
verteilung f(v), oder wie die in Kap. 1.13(c) erwdhnte Bolizmannverteilung. Der
Hauptunterschied ist der, daf3 die Energie kT in der quantenmechanischen Verteilung
By » auch mit der quantenmechanischen Energie hv verglichen wird, wahrend z.B. in
der klassischen Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilung f(v) die Energie kT mit der
klassischen Energie mv2/2 verglichen wird. Andererseits enthalt das Planck’'sche
Strahlungsgesetz als Spezialfall das klassische Wien'sche Verschiebungsgesetz und
das ebenfalls klassische Stefan-Boltzmann'sche Gesetz, {Callies {1985)}), und diese
sind im Einklang mit der Gibbs'schen Thermodynamik, wie im Falle des Stefan-
Boltzmann Gesetzes hier noch gezeigt wird (— Kap. 7.4).

Das Wien'sche Verschiebungsgesetz gibt an, bei welchem a = a,, die spektrale
FluBdichte B, am gréRten ist. Die Bedingung 8B,/3x = O ergibt (B)).,.x = BalA.) mit

(7-18) AT = const

Dieses Gesetz begriindet die in der Meteorologie {ibliche Unterscheidung zwischen
"Kurzwelliger Strahlung”, die sich auf die Emission bei der Temperatur der Sonnen-
oberflache bezieht, und "Langwelliger Strahlung”, die sich auf die Emission bei
Planetentemperaturen bezieht.

Das Stefan-Boltzmann'sche Gesetz erhalt man, wenn man die Strahldichten B, (d.h.
die Ober alle Wellenldngen integrierten spektralen Strahldichten B, ,) zusétzlich
Uber den Halbraum an der Einheitsfliche integriert, wenn man also von der Strahl-
dichte zur FluBdichte Ubergeht. Bei Isotropie ergibt sich gemal (7-11) ein Faktor =:

(7-19) B A& B, = oT* mit o =5.67-10° W m?T?
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7.3(b) Emission, Absorption, Reflexion, Transmission

Nach {7-1) wird ein Flachenelement der GréRe d2A pro Zeit dt und pro Kegel6ffnung
d?w in ¢-Richtung von der spektralen Energie dSE = |, d2A pd2?w dt dv, (u=coss),
durchflossen. Wenn das Flachenelement die Grenzflache zwischen einem emittierenden
undurchsichtigen ausgedehnten Kérper und Vakuum ist, gilt die gleiche Formel fir
die in den entsprechenden Raumwinkel emittierte Energie:

(7-20)  d°Egy = lpom d°A pd’w dt dv e byon = d°E,, / d°A pd’e dt dv

Desgleichen gilt nach Frequenz- oder/und Raumwinkelintegration:

(7-21)  d%E,, = I, d°A pd’e dt
(7-22)  d°E,, = Fpemd’A dt dv
(7-23) d%E,, = F., d°Adt

Die linken Seiten von (7-20) - (7-23) beschreiben die auf die jeweiligen infinite-
simalen Intervalle bezogenen infinitesimalen emittierten Energien. Die Propor-
tionalitatsfaktoren beschreiben die auf die Einheitsintervalle bezogenen endlichen
emittierten Energien. Da sie von der Wahl der IntervallgréRen nicht mehr abhangen,
beschreiben sie nur noch entsprechende kérpertypische GréRen. Das Emissionsvermégen

lpem lengl. "emittance”), also die emittierte spektrale Strahldichte, hat die Ein-
heit
[hem ]l = Jm2sr? - (s sT)

Durch die gleichen Strahlenkegel fliel3t in umge.kehrter Richtung Strahlungsenergie
d6E aus der Umgebung in Richtung Kérper und ftritt durch die Flache d2A in das
Kérperinnere ein. Ein Teil dSE,, dieser Energie wird absorbiert. Der entsprechende
dimensionsiose Koeffizient a,, wird Absorptionsvermdgen (engl. "absorptivity") ge-
nannt:

deE
(7-24) a, = ﬁ
Ganz analog zu (7-24) definiert man ein Refexionsvermdgen r,, und ein Transmissions-
vermbgen t, durch Quotienten der vom Kdorper reflektierten bzw. unveréndert hin-
durchgelassenen Energie und der auffallenden Energie. In der Metecrologie wird das
Reflexionsvermégen r,, der Solarstrahlung durch atmosphérische Schichten und durch
den Erdboden Albedo genannt und mit dem Symbol "o" bezeichnet. - Offensichtlich gilt

{avl=1

{7-25) a, +rp, +t, = 1

Diese Unterteilung ist jedoch nur sinnvoll fir die Betrachtung eindimensional-
vertikaler Strahlung und horizontaler atmospharischer Schichten, ("Plattenmodelle”,
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— Kap. 7.9}, da man sonst statt Reflexion und Transmission Streuungen in beliebiger
Richtung betrachten miiRte. - Falls das Absorptionsvermdégen nicht von der Frequenz
v abhangt, a, = a = const, definiert man Schwarze, Graue und Weie Kérper durch:

a = 1: Schwarzer Kérper
O<a< 1: Grauer Kérper
a = 0: WeiBer Kérper

Fiir den Schwarzen Kérper gilt offenbar r, = t, = 0. - Ein WeilBer Korper absorbiert
nichts, die gesamte Strahlung wird also gestreut, bzw. im "Plattenmodell" (— Kap.
7.9) reflektiert und/oder hindurchgelassen.

7.3{c) Das Kirchhoff sche Gesetz

Die von einem Kérper absorbierte Strahlungsenergie fihrt zur Erhéhung seiner
Temperatur. Im thermodynamischen Gleichgewicht darf das nicht geschehen, so dal3
eine entsprechende Emission fiir den Ausgleich sorgen muR (Prevost'sche Regel}. Es
mul also d®E, = dSE,, gelten, oder mit {7-20) und (7-24):

a, d°E = a, I, d’A pd’e dt dv = I, d*°A pd’e dt dv —

(7-26) lpom = aph

Die emittierte Strahldichte (das "Emissionsvermégen"} entspricht also der mit dem
Absorptionsvermégen multiplizierten auffallenden Strahldichte {(engl. “emittance =
absorptivity - incident intensity”). - Grundséatzlich kann man die auf einen belie-
bigen Koérper senkrecht auffallende Strahidichte I, mit der Strahldichte B, , identi-
fizieren, die ein schwarzer Kdérper im Gleichgewicht mit dieser Strahlung auch emit-
tieren wirde, denn mit a, = 1 gilt bei senkrechtem Strahlungseinfall

(7-27) By, = b

(Bei beliebigem Strahlungseinfall wére B,, noch mit u=coss zu muliiplizieren).
Das ergibt das Kirchhoff'sche Gesetz in der Form

(7-28) |v,em = ayp Bv,w

Das Emissionsvermégen By, ,, des schwarzen Kérpers héngt im Gleichgewicht nur von der
Temperatur und von der Frequenz ab und kann nach (7-17) berechnet werden. Das
Emissionsvermdgen |, ., eines beliebigen Kdrpers im Gleichgewicht ist durch (7-28)
gegeben, d.h. es kann bei Kenntnis des Absorptionsvermégens ebenfalls mit Hilfe der
Planckfunktion berechnet werden. - Zusétzlich zum dimensionslosen Absorptions-
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vermoégen (7 -24) und zumdimensionsbehafteten Emissionsvermégen (7-20) definiertman
in Analogie zu (7-24) ein dimensionsloses relatives Emissionsvermdgen (emissivity)

e, durch:
(7-29) & = lpem/ Byw Einheit [ e, ] = 1

Das ergibt mit (7-28) eine weitere Form des Kirchhoff'schen Gesetzes: Im Gleich-
gewicht ist das relative Emissionsvermogen gleich dem Absorptionsvermégen (eng/.
"emissivity = absorptivity"}

(7-30) e, = a,

Die Gleichungen {7-21) - {7-23) zeigen eine Kaskade von Integrationen Uber déE_ .
Ebenso kann die Darstellung der absorbierten Energie

doE,, = a, dSE = a, |, d2A pd2s dt dv

integriert werden, wobei jedoch bei der Frequenzintegration tiber die Variable a,
"mitintegriert” werden mufB3. Setzt man jedoch ein frequenzunabhéangiges Absorptions-
vermdégen voraus, also einen grauen oder schwarzen Kérper, dann gilt in Analogie zu
(7-21) bzw. zu (7-23)

(7-31)  d°E,, a | d’A pd%e dt

(7-32)  d°E,

a F d’A dt
Das ermdglicht eine direkte Spezialisierung von (7-26/27), L, .., = a,l, = a,B,

(7-33) I, = al = aB,
(7-34) F,, - aF = anB, = ac T

em

wobei {(7-19) mitverwendet wurde. Flir eine Schwarze Modell-Atmosphére gilt a = 1.

7.4 DIE GIBBS'SCHE BESCHREIBUNG DES STRAHLUNGSFELDES

In Kapitel 7.1 wurde plausibel gemacht, dal? die GroRen der Gibbs'schen Thermo-
dynamik, A = {E,T,S,p,V}, eines materiellen Systems auch flur das Strahlungsfeld
definiert werden kdénnen. Die spezifische Formulierung der Gibbs'schen Beziehungen
erfolgte im materiellen System stets durch massenspezifische Grofien a = dA/dm {bzw.
a = A/m im globalen Gleichgewicht}). Das 1Rt sich fi{ir das materielose, reine
Strahlungsfeld offenbar nicht durchfiihren, so dafl®3 hier die volumenspezifische
Schreibweise verwendet werden mul3. Wenn jedoch ein System aus Materie und aus
Strahlung besteht, ist es unglnstig, das materielle Feld (wie bisher stets) durch
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massenspezifische Gréfden und das Strahlungsfeld durch volumenspezifische GréRen zu
beschreiben. Fiir eine einheitliche Beschreibung miissen auch die massenspezifischen
Gibbs'schen Gleichungen auf volumenspezifische GroRen pa = dA/dV (pa = A/V im
globalen Gleichgewicht) transformiert werden. - Die Euler'sche Gleichung {1-31)
lautet mit Summenkonvention und Vernachlassigung von Tropfchen-Oberflacheneffekten
U=TS - pV + yN,. Die massenspezifische Formulierung hierfir sowie fiir die ent-
sprechende Gibbs-Form ergeben sich nach Division durch m unmittelbar zu

(7-35) u = Ts - pv + yn,
{7-36) du = Tds - pdv + wdn,

Die gesuchte volumenspezifische Formulierung der Gibbs'schen Fundamentalform ergibt
sich durch Multiplikation von (7-36) mit p. Mit der Produktregel folgt dann

dipu} - udp = Td{ps) - Tsdp - pdi{pv) + puvdp + pd{en) - pndp

Die Faktoren von dp heben sich wegen der Euler'schen Gleichung (7-35} gegenseitig
auf! Ferner ist pv=1, also d{pv}=0, so dald

(7-37) dipu) = T dlps) + ydipn)

Definiert man eine volumenspezifische Gréfle im materiellen System durch pa = a¥, so
folgt

(7-38) du¥ = T ds* + pdn/#

Die volumenspezifische Teilchenzahl en, = n# wird auch Partialdichte genannt und
mit dem Symbol p, abgekirzt {(— auch Kap. 2.5{a}). - Insgesamt konnte also die zu
{7-36) gehorende massenspezifische Gibbsfunktion u = u(s,v,n} auf die zu (7-38)
gehdrende volumenspezifische Gibbsfunktion u# = u#(s#,n#) reduziert werden, in der
keine durch die Euler'sche Gleichung gebundenen Variablen mehr vorkommen. - Da
Kinetische und Potentielle Energien im Strahlungsfeld nicht beteiligt sind, ist dort
E = U gleichermaRen die Innere wie die Gesamtenergie. Ferner entfallen fiir das
Strahlungsfeld alle Feuchte-Energieformen ¢dO + p,dNy + wdN;.. Wir unterscheiden
die Variablen A* des Strahlungsfeldes von den Variablen A des materiellen Systems
durch einen "Stern”. Die Gibbs'sche Fundamentalform fiir das reine Strahiungsfeid
lautet also:

(7-39) dE = TdS - pdv’

Mit a* wird von vornherein die entsprechende volumenspezifische GrélRe bezeichnet.
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Zusammenfassung:
SystemgréfRe | massenspezifisch volumenspezifisch
Materiefeld A a pa = a¥
* i ht *
Strahlungsfeld A SR a

Bei globalem Gleichgewicht in einem Hohlraum mit dem Volumen V* gilt fir die
"volumenspezifische Strahlungsenergie” die Definitionsgleichung

(7-40) e* = E*/V”

Da jedoch die Energie des Strahlungsfeides nicht wie diejenige des materiellen
Feldes in einem lokal begrenzten System "verweilen” kann, sondern stets mit Licht-
geschwindigkeit transportiert wird, liegt das Konzept einer volumenspezifischen
Strahlungsenergie

(7-41) e' = dE*/dV”

nicht ohne weiteres auf der Hand. Wir suchen eine Beziehung zwischen e* und den in
Kapitel 7.2(b) definierten "radiometrischen” GrundgréRen fir ein Strahlenbiindel. Fir
den Spezialfall einer isotropen Strahlung gilt

(7-42) & = gff | - -;‘.‘: F mit
c, = c¢/n = Lichtgeschwindigkeit im Medium mit dem Brechungsindex n
| = d5E" / d2A pd?w dt {vergl. {7-3}}
F = d3E" / d2A dt (vergl. (7-9), (7-12))

Wir begnligen uns zundchst mit einer Plausibilitdtsbetrachtung und verschieben den
Beweis dieser Beziehung auf Kap. 7.5, wo wir auch den nichtisotropen Fall behandeln
werden. Die Energiedichte in einem von Strahlung durchflossenen Volumenelement muf
offensichtlich proportional zur Strahldichte oder zur FluBdichte sein: Stellt man
sich das Volumenelement vor als eine Saule mit der Grundflache d2A und der Héhe ds:

dv’ = d%: = d?A ds,

welche von der Strahlung senkrecht durchsetzt wird, so muf8 sein Energieinhalt vom
Zeitintervall dt = ds/c, abhangen, wahrenddessen die mit Lichtgeschwindigkeit
bewegte Energie im Volumenelement verbleibt. Die Faktoren 4 bzw. 4n ergeben sich
durch Raumwinkelintegration (F = [[ | pd2e = nl) und durch die Tatsache, dal3 das
Volumenelement nicht nur senkrecht durchstrahlt wird, sondern von allen Seiten (—
Kap. 7.56) - Die volumenspezifische Energiedichte {7-42) ist also im Wesentlichen
eine Uber die Raumwinkel integrierte und durch die Lichtgeschwindigkeit dividierte
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Strahldichte |, entsprechend einer durch die Lichtgeschwindigkeit dividierten Fluf3-
dichte F. Im globalen Thermodynamischen Gleichgewicht |43t sich die Strahldichte |
nach (7-27) auch durch die spektralintegrierie Planckfunktion B eines schwarzen
Korpers ausdriicken, der die Temperatur T = T hat, d.h. nach dem Ubergang zu den
FluRdichten F auch durch das Stefan-Boltzmann'sche Gesetz (7-19), nB = ¢T4:

* _ 41[ _ 41[ _ 4 _ 4 4 .
e = c. = c_,,B = c—n-nB = c—n:rT also:
(7-43) e = T* = T, 4 = ;ﬂ

{7-43) erinnert stark an das ideale Gas im Thermodynamischen Gleichgewicht, dessen

Innere Energie ebenfalls nur von der Temperatur abhéngt. {Dort ist es allerdings die

massenspezifische GréRe). Die klassische Elektrodynamik kann zeigen, daB bei iso-

troper Strahlung die dimensionsgieichen GroRen "volumenspezifische Strahlungsener-

gie" e” und "Strahlungsdruck” p” mit dem Faktor 3 proportional zueinander sind:

(7-44) e = 3p°’ Das gestattet die folgende Umformung von (7-39):
dE" = T'dS’ - p'dV’ - T'ds - % e'dV"*

andererseits gilt im globalen Gleichgewicht wegen e* = E*/V*

dE’ = d{e'V") = V'de® + e'dV* und damit
(7-45) de* = 1.ds* -2& gy
Y; 3V

In Analogie zum Massenfeld sollte jedoch auch
(7-46) de’ = Tds

gelten. Die Umrechnung erfolgt wieder mit Hilfe der Euler'schen Gleichung, die fir
das Strahlungsfeld
(7-47) E TS -pV oder

e’ Ts* -p* = Ts" -e'3 oder

(7-48) ge* - TS

I

lautet. Durch Einsetzen von {7-48) in {7-45), und mit
ds* = V'ds' + s*dV*®

folgt sofort {7-46). Ferner zeigen (7-48) und (7-43), daR auch die volumen-
spezifische Entropiedichte s™ im Gleichgewicht nur von T = T* abhangt:

(7-49) s* = gﬂ*3
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In der Fundamentalform (7-45) wurde der Druck p* unter Verwendung von {7-44) durch
die Energiedichte ausgedriickt, und nicht wie in (7-46} mit Hilfe der Euler'schen
Gleichung efiminiert. {7-46) beschreibt also auch Systeme, in denen Volumeninde-
rungen gegen den Strahlungsdruck stattfinden, obwohl kein expliziter Arbeitsterm

auftritt. - Auflésen von (7-45) nach dS* ergibt die Fundamentalform in Entropie-
darstellung:
(7-50)  dS* = Y de* + 2 & gy

T 37T

Als Anwendung dieser Beziehung soll gezeigt werden, da® aus ihr das Stefan-
Boltzmann-Gesetz in der Form (7-43) fir die spezifische Energie, e’= 7T,
hergeleitet werden kann, wenn man e"=e*(T") voraussetzt (Callies {1985)}. Zunéchst
wird dS*{e*,V"} in dS*(T",V*) Gberfihrt:
" V* de” . 4 e
ds* = dT =
T dTr~ 37T

Die Integrabilitdtsbedingung ist die Forderung, dS* als totales Integral schreiben

dv”

zu kénnen, d.h. die Faktoren von dT° und dV*® miissen partielle Ableitungen sein:
55 4T + 85 gvr

ds* = . "
aT aV

Wegen der Vertauschbarkeit partieller Ableitungen, d.h. letztlich wegen der
Maxwell'schen Relationen (1-30), 143t sich die Integrabilitdtshedingung auch auf die
Forderung
3_(V*£)= L(ﬂe*
av*  TY dT aT* 3T
‘zuriickfiihren. Das ergibt mit 8e*/8T" = de™/dT" {mit e"=e"(T")) und wegen aT"/8V* =0
(T* und V* sind unabhéngige Variable}):

)

1 de” __4¢e’ +ﬂ1 de”
T dT* 3T2 3T dT*

* . de” dT”
1d_e*=fl-_e oder ? =4 =
3 dT 3T e T

Damit folgt d(In e*) = d{In T*4} und bis auf den Wert der Konstanten y auch (7-43).
Die "thermodynamische"” Ausgangsgleichung {7-50) flr diese Herleitung enthalt die
"elektrodynamisch" zu gewinnende Strahlungsdruckformel 3p*=e". Thermodynamik und
Elektrodynamik ergeben also das sonst nur durch Integrationen (ber die "quanten-
mechanische” Formel (7-15} zu gewinnende Stefan-Boltzmann-Gesetz. Man kommt
jedoch auch ohne "Elektrodynamik™ aus, denn man kénnte in Umkehrung der hier vorge-
nommenen Schllsse den Strahfungsdruck auch aus der thermodynamischen Gibbs'schen
Form und dem "quantenmechanisch” geWonnenen Stefan-Boltzmann-Gesetz ableiten.
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7.5 DIE STRAHLUNGSUBERTRAGUNGSGLEICHUNG

Bei der heuristischen Diskussion der Beziehung (7-42) e* = (4n/c )l = (4/c }F
zwischen der Energiedichte " und der Strahldichte | bzw. der FluRdichte F im
Spezialfall isotroper Strahlung wurde darauf hingewiesen, dal® e* von der Menge der
durch das Volumenelement hindurchstrémenden Strahlungsenergie abhangt. Diese GroRe
wird nun fir nichtisotrope S5trahlung bendtigt, um die Strahlungsiibertragungs-
gleichung herzuleiten, aber auch, um die Beziehung {7-42) entsprechend zu verall-
gemeinern und um das Kirchhoff'sche Gesetz aus Kap. 7.3(c) fur ein kontinuierliches
materielles Feld zu formulieren. Es "lohnt" sich also, die von allen Seiten der Um-
gebung kommende und durch ein infinitesimales Volumen strémende Energie zu berech-
nen. Denkt man sich das Volumenelement umgeben von einer "Hillkugel” mit dem Radius
R, so muf® man alle Strahlenbindel berlicksichtigen, deren Spitzen auf der Kugel
liegen, die nach innen gerichtet sind, und die auf das Volumenelement "zielen":

r (11): Abstrahlung
’i vom Volumene [ement
-~ = o R il _ d2A
! LS e d wll = —
~ - -~ —_— X RZ
- - f
d’A dZo, “~_ 4 (ds)3
"-“
de v

(1): Zustrahlung

zum Volumenelement
_ (ds)?

d2w, = =2

(Gezeichnet wurden hier nicht die "physikalischen” Kegel, die von infinitesimalen
Flachen ausgehen, sondern nur die "mathematischen™ Kegel mit einer "Punktspitze").
Zu berechnen ist die dreifach infinitesimale Energie, oder bei zuséatzlicher
spektraler Aufspaltung, die vierfach infinitesimale Energie:

dv e

d’z mit (7-52) e = y

(7-51) 4%’

o—g

I
o

(7-53) d’E° = e, d% dv

Das von der Hiillkugel bestrahlte Volumenelement soll ein infinitesimaler Wiirfel/ sein
(— Skizze). Dieser soll die Kantenlange ds haben, so daR d3r = (ds)3, und er soll
so orientiert sein, dal® von der Kegelspitze aus nur die Flache ({ds)2 zu sehen ist.
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Diese Ausrichtung soll bei der Integration Uber die gesamte Kugeloberfliche beste-
hen bieiben, d.h. der Wiirfel soll sich virtuell so "mitdrehen"”, daR von jedem dZA
aus gesehen der Offnungswinkel gleich bleibt (in der Skizze gestrichelt darge-
stellt). Die von den Flachenelementen d2A der Hillkugel ausgehenden Strahlenbiindel
enthalten die sechsfach infinitesimale Energie (7-1), d°E* = |, d2A pd?» dt dv,
wobei p = cos? = 1 ist, wenn d3t = (ds)3 in der Mitte der einhillenden Kugel liegt:

(7-54) d°E” = I, d®A d% dv dt

Der Raumwinkel d2w = d2w dieser Zustrahlung ist wegen der virtuellen Drehung
sténdig durch die Querschnittsflache {ds)? gegeben, unter der das Volumenelement vom
Flachenelement d2A der Hillkugel "zu sehen” ist. Nach dem Wiederaustritt verlat die
Energie das Volumenelement in Strahlenbindeln, deren Raumwinkel dZw, durch
Offnungsflachen d2A auf der gegeniiberiiegenden Seite der Hillkugel gegeben sind. Die
gesuchte spektrale Energiedichte e, in (ds)® erhédlt man, wenn man die Zustrahlung
(7-54), dSE* = dSE! (ber die ganze Kugelfliche integriert,

(7-55) d'E, = [H d’A l,,] d%w dv dt

ferner das Zeitelement dt mit der Verweilzeit im Volumenelement identifiziert und
das Ergebnis mit (7-53) vergleicht. Die in (7-55) vorgenommene Integration "Uber
Kegelspitzen" ist etwas ungewdhnlich, sie kann jedoch aufgrund der folgenden Uber-
legung durch eine "normale" Raumwinkelintegration ersetzt werden. Zur Bestimmung der
Energiedichtekannzunéchstangenommenwefden,daBimVolumenelementkeineAbsorp-
tion oder Emission stattfindet, so daB die auftreffende Strahlung nicht geéndert
wird. Dann ist unmittelbar einsichtig, da die durch {7-55) beschriebene Erfassung
aller Strahlenblindel, die von den Flachenelementen d2A der Hullkugel ausgehend das
Volumenelement treffen, dquivalent ist mit der Erfassung aller vom Flachenelement
(ds)? in den gesamten Raum austretenden Strahlenbiindel:

(7-56) d*E] - [ I d%, |,,] (ds)? dv dt

Beide Male wird die gesamte Strahlung erfaft, die "von Wand zu Wand" der Hiillkugel
geht und "unterwegs” das Volumenelement (ds)3 durchstrémt. Die Gleichheit ist auch
explizit zu sehen, wenn man in (7-55)} und {7-56) die in der Skizze angegebenen
Raumwinkel

2 (ds)? d2A
(7-57)  d% = 12 =3

einsetzt. Damit werden sogar die entsprechenden sechsfach-infinitesimalen Gréfzen
identisch, d8E} = d®E|, mit

und (7-58)  dw, =
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(7-59) d°E;, = |, d?A d%, dv dt
(7-60) d°E,, = |, d%, {ds)® dv dt

Wegen d*E] = d*E}, kann man auch (7-56) verwenden, um durch Vergleich mit (7-53)
die volumenspezifische spektrale Energiedichte e, zu gewinnen. Dazu muR als Zeit-
element dt die Verweilzeit dt=ds/c, der Energie im Volumenelement (ds}® gewahlt
werden. (c, = ¢/n, ¢, = Lichtgeschwindigkeit im Medium, ¢ = Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum, n = Brechungsindex des Mediums). Da sich das Volumenelement bei der Hill-
kugelintegration virtuell mitdreht, kann fir die Verweilzeit dt generel/ ds/c,
eingesetzt werden. Das ergibt mit (ds)?® = d3z:

(7-61)  d*E" - [” d2 |,,} d3c/c, dv

Der Vergleich mit {7-53), d’E = e, d°r dv, ergibt
* 1 2
(7-62) e, = oo Ifdo 1,
oder nach Spektralintegration auf beiden Seiten
(7-63) e - L [rdl
n

Damitistder Zusammenhang zwischen der Energiedichte und den radiometrischen GréRen
aus Kap. 7.2{b) hergestellt. Die in Kap. 7.4 heuristisch begrindete Formel (7-42)
ist nun als Sonderfall fir isotrope Strahlung streng zu begrinden. Bei den Hull-
kugelintegrationen in (7-55}) und (7-56) ist 1, als Konstante zu behandeln. Das
ergibt

4uR?

I

In (7-55): [T d®A

In (7-56): [ d%, A [Jd’°A/R* = [f sino do da = I2"de J7 sineds

2n |:~cos¢}]z = 4n

Damit .ist die Gleichheit d*E" = d4E, = d*E}, noch einmal explizit gezeigt:

(7-64) d’E’ = 4= I, (ds)* dv dt mit dt=ds/c,:
{7-65) d'E’ = 4n |, d’zt/c, dv

wegen (7-53), d*E" = e, d3r dv, und F, = «l,, bei Isotropie folgt

4

n = = F
v C, c, Vv

und nach Spektralintegration auch (7-42}) e" = (4u/c }l = {4/c)F , g.e.d.
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Die hier gegebene Darstellung basiert auf Planck (1913) und Joos (1961), ist hier
jedoch vereinfacht worden. Planck und Joos setzen nicht voraus, dald das
Volumenelement ein Wiirfel sei, der stets in Richtung Kegelspitze ausgerichtet ist.
Stattdessen betrachten sie die Summe von "noch kleineren" Strahlenbtindein, die alle
das beliebig geformte und beliebig orientierte Volumenelement treffen. Die hier
gewidhlte Wirfelform kann keine Beschriankung der Aligemeinheit bedeuten, denn man
kénnte ein beliebiges Volumenelement in solche Wirfel aufteilen! Ferner andert sich
nicht die Energiedichte in einem Volumenelement, nur weil es sich virtuell dreht.

In Kapitel 7.2(b) wurde betont, da® die Strahldichte |,,, anders als die FluB3dichte
F,, bei freier Ausbreitung konstant ist. Wenn jedoch Wechselwirkungen mit der
Materie stattfinden, ergibt sich eine Schwéchung der Strahldichte durch Absorption
{(Vernichtung von Photonen) und durch Streuung (Umleitung von Photonen aus der
vorgegebenen Richtung). Beide Effekte zusammen bezeichnet man als Extinktion. An-
dererseits findet eine Verstdrkung statt durch Emission und durch Streuung /in die
vorgegebene Richtung.

Wir betrachten hier nur Emission und Absorption. Beide Prozesse verédndern die durch
(7-59) gegebene, in das Volumenelement eintretende Energie d®°E]. Wenn sich beide
Effekte kompensieren, so ist die durch (7-60} gegebene austretende Energie dEj,
gleichgeblieben. Diese Bedingung flhrt auf das "kontinuierliche"” Kirchhoff'sche
Gesetz. Der allgemeinere Fall einer verdnderten austretenden Energie d®E], = d°E|
wird durch die Strahlungsiibertragungsgleichung beschrieben. Allerdings ist dann
d8E}, nicht mehr durch (7-60) gegeben, denn die Charakterisierung von dSEj in (7-59)
als eintretende, und von d®Ej; in (7-60) als austretende Energie erfolgte nur wegen
der entsprechenden geometrischen Gegebenheiten der Raumwinkel, und wegen {7-57},
(7-58) ergab sich die Identitdt dSE} = d®E},. Eine physikalisch bedingte Anderungen
der in d8E}; zu verwendenden Spektraldichte |, durch Absorption und Emission wurde
- in (7-80} nicht beriicksichtigt! - Ab sofort soll mit dem Index i nur noch eine
aus dem Volumenelement austretende physikalisch veranderte Energie gekennzeichnet
werden! Als eintretende Energie d®E|, {7-59), kann man offenbar auch {7-60) in der
vom Index n "bereinigten” Form ansehen:

(7-66) d°E, = I, d% (ds)® dv dt

Absorption: Von der in das Volumenelement (ds)? eintretenden Energie d°E] wird ein
Anteil absorbiert, welcher zur Weglange ds im Volumenelement proportional ist. Der
frequenzabhéangige Proportionalitatsfaktor «,, hei3t Absorptionskoeffizient:

d’E,, = «, ds d°E, also mit {ds)3 = d3u:

(7-67) d’E,, = «, |, d% d* dv dt
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Emission: Betrachtet man den Vorgang der Emission, dann ist die Spitze des
Strahlenbiindelsidentisch miteinem Massenpunktim emittierenden Medium. Jedoch kann
ein mathematischer Massenpunkt ebensowenig Energie emittieren, wie ein mathema-
tischer Raumpunkt von Energie "durchstrémt” werden kann. Um also eine nichtver-
schwindende Energie zu erhalten, muR man {iber alle Massenpunkte eines Volumenele-
mentes summieren. M.a.W., die emittierte Energie ist proportional zum Volumen-
element. Der Proportionalitétsfaktor e, heil3t Emissionskoeffizient:

(7-68) d’E.. = &, d°z d% dv dt

em

Dies kann auch aufgefal’t werden als eine zur Weglange ds /im Volumeneiement
proportionale Abstrahlung von der Oberflache (ds)2 des Volumenelementes mit dem
Proportionalitatsfakior ¢,: Die von "links" in d%r eingetretene und nicht absor-
bierte Energie "entweicht” in den "rechten" Strahlungskegel. Dieser nimmt zusétzlich
noch die Energie (7-68) auf, die von der rechten Wirfelflaiche ausgehend in die
senkrechte Richtung emittiert wird. Die "Strahlungsbilanz des Volumenelementes”
lautet also:

(7-69) d°E,, = d°e] - d’E., + d’E,.,

Im lokalen Thermodynamischen Gleichgewicht missen sich die Schwachung und die

Verstarkung offenbar kompensieren,
d’E,, = d’E,, und d°E,, = d°F,

da sich sonst die Materie im Volumenelement erwarmen oder abk(hlen wirde. Einsetzen
von {7-67}, {7-68) liefert

(7-70) e = ¢ by

Dies kann als Kirchhoff'sches Gesetz im kontinuierlichen Medium angesehen werden.
Es versagt jedoch im Vakuum, (also auch im Inneren eines Hohlraumes), denn dort gilt
e, = a,, = 0. Obwohl die Strahldichte I, auch im Vakuum wohldefiniert ist, wird sie
formal zu einem unbestimmten Ausdruck. Daher verwendet man dort die in Kap.7.3(c)

diskutierte alternative Formulierung des Kirchhoff'schen Gesetzes, die flir eine
Diskontinuitatsflache an der Grenze zwischen einem materiellen Kérper und dem Vakuum
gilt. Dort haben wir nicht die von einem Volumenelement emittierten und absorbierten
Energien miteinander verglichen, sondern die Energien, die vom ganzen Koérper
emittiert und absorbiert werden, und die durch ein Flachenelement der materiellen
Wand hindurchtreten. - Im Nichtgleichgewicht dagegen ist

d’El. = d’E. und d°E;, = d°E;
ab em Il |
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und statt der lokalen Bilanzgleichung (7-70) gilt dSE}, - dSE} = d(dSE"} mit
d(d°e’) = - d’E,, + d’E._

Setzt man auf der linken Seite (7-66) ein, und auf der rechten Seite (7-67) und
{(7-68) mit d3z=(ds)3, so folgt

d [, {ds)* d% dv dt] = (ds)® d% dv dt [-a,l, + e,]

oder nach Division durch (ds)® d2w dv dt:

dl,,
(7-71) 2 = el + ey

Dies ist die "Strahlungslbertragungsgleichung” ("SiG"), die fiir die Anwendung der
Strahlungstheorie grundlegenden Charakter hat. - Neben dem hier verwendeten
{(Volumen-} Absorptions- und Emissionskoeffizienten «,, und ¢,, sind noch sogenannte
Massenabsorptions- und Emissionskoeffizienten «,/p und e,/p gebrauchlich, so daR in
{7-67) und {7-68) die Abhangigkeit der Absorption und Emission von der Dichte der
Materie zum Ausdruck kommt. Alle drei Schwachungsfaktoren, ndmlich Massenabsorp-
tionskoeffizient, Dichte und Lange des geometrischen Weges durch die Materie werden
zum "optischen Weg" zusammengefaldt, auch "optische Dicke" oder "optischer Wider-
stand” genannt.

7.6 DIE GIBBS'SCHE BESCHREIBUNG ELEMENTARER STRAHLUNGSBUNDEL

Die in Kap. 7.4 verwendeten Formen der Gibbs'schen Fundamentalform gelten im
giobalen thermodynamischen Gleichgewicht. Ganz in diesem Sinne wurde auch in Kap.
7.1 eine Strahlungstemperatur eingefiihrt als die Temperatur, die der Kérper hat,
nachdem er in einem leeren Hohlraum unter Abkiihlung das Strahlungsfeld aufgebaut hat
und durch zunehmende "Reabsorption” zu einem dynamischen Gleichgewicht mit dem
selbsterzeugten Strahlungsfeld gekommen ist. Durch die Definitionsgleichung T*=T
wird deutlich, dal® es sich bei T* um eine globale Gleichgewichistemperatur handeln
muf3.

Bedeutet das, dal® man dem Strahlungsfeld vor dem Erreichen des Gleichgewichtes mit
dem emittierenden und absorbierenden Kérper keine Temperatur zuordnen kann, so daf®
man es nicht durch Gibbs'sche Formen und Funktionen beschreiben kénnte? Allgemeiner
gefragt, gibt es fiir ein frequenzmaRig nicht schwarzverteiltes und richtungsmiRig
nicht isotropes Strahlungsfeld keine Gibbs'schen Gleichungen? Missen solche Ord-
nungen im Frequenz- und Ortsraum erst verlorengegangen sein durch Emission,
Absorption und Streuung, d.h. durch irreversible "Ausgleichsprozesse" beziiglich
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Frequenzen und Richtungen und dem damit verbundenen Entropiezuwachs? Um diese
Frage beantworten zu k&nnen, missen wir noch einmal auf die in Kap. 7.2(a)
eingefiihrten elementaren Strahlenbiindel zuriickkommen, fir die durch die Gleichung

(7-1) d°E = 1, ud®A d% dv dt

eine spektrale Strahldichte |, eingefihrt wurde. [, ist die Energie, die auf die
sechs infinitesimalen Intervalle bezogen ist, welche das elementare Strahlenbilndel
definieren. Bereits Planck {1913) hat diesem Strahlenblindel nicht nur eine Energie,
sondern auch eine Entropie zugeordnet. Man kann also, um in der Schreibweise unserer
Darstellung zu bieiben, dem Elementarblindel eine sechsfach infinitesimale Entropie
d8S zuordnen:

(7-72) d° = L, pd’A d% dv dt

L, ist die spektrale Entropiestrahldichte, und um von dieser zu unterscheiden,
missen wir ab sofort |, "spektrale Energiestrahldichte” nennen. Ebenso wie aus |,
eine volumenspezifische Energiedichte bestimmt wurde

(7-73) e = L fdvdel, = —Jd%l = Jdve
C, c, v

ergibt sich auch eine volumenspezifische Entropiedichte

(7-74) 8" = L rdvdwl,= —Jrdwl = [dvs
C, c, v

{7-73) besagt, dal® sich die volumenspezifische Energie zusammensetzt aus spektral
und richtungsméB3ig individuellen Energie-Strahldichten |,. In Analogie dazu folgt
aus (7-74), daR sich die volumenspezifische Entropie aus Entropie-Strahidichten L,
zusammensetzt. - Ferner hat Planck dem Elementarbiindel eine spektrale Strahlungs-
temperatur T,, zugeordnet Uber die Definitionsgleichung

(7-75) dl, = T, dL,

Erst durch Callies und Herbert {1984) ist darauf hingewiesen worden, daB es sich bei
dieser grundlegenden Planck'schen Beziehung um nichts anderes handelt als um eine
Gibbs'sche Fundamentalform fiir das elementare Strahlenbiindel! Das wird durch Ver-
gleich mit der "Gleichgewichtsform" (7-46), de* = T'ds”, auch unmittelbar deutlich.
Damit ist auch die obige Frage beantwortet: Befindet sich das Strahlungsfeld im
Nichtgleichgewicht, so zerféllt die Fundamentalform (7-46) fiir das ganze System in
Fundamentalformen fir jedes Strahlenbiindel. - Setzt man (7-73) und (7-74) in
de* = T"ds® ein und vergleicht die integranden, so foigt

(7-76)  di, = T* dL,
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Im Gleichgewicht haben also alle monochromatischen Strahlenbiindel die gleiche
Temperatur T'. Das entspricht der Temperaturhomogenitat im globalen materiellen
Gleichgewicht. - In einem materiellen System unterscheidet sich ein Zustand des
globalen Nichtgleichgewichtes (aber "lokalen" Gleichgewichtes) vom Gleichgewichts-
zustand dadurch, dafd die intensiven GroRen ortsabhédngige Feldfunktionen sind, d.h.
nicht mehr im ganzen System den gleichen Wert haben. Die Analogie zu dieser
Temperatur-Inhomogenitat im materielfen Nichtgleichgewichtssystem ist durch (7-76)
gegeben: Die monochromatischen Strahlenbindel haben unterschiedliche Temperaturen
T,", die zwar nicht von der Richtung, jedoch von der Frequenz des Biindels abhdngen.

Thermodynamisches Gleichgewicht ist die Voraussetzung daflir, da man die physi-
kalische Beschreibung eines Systems auf wenige Freiheitsgrade reduzieren kann, {die
Dimension des Gibbs'schen Phasenraumes verringern kann}. Im materiellen Feld gelingt
es dann, von einer Beschreibung der Orte und Impulse aller Molekiile abzusehen und
ersatzweise nur wenige statistische Gréflien wie Volumen, Entropie u.s.w. zu betrach-
ten. Ein Weg, die Beschreibung der einzelnen Moleklle zu umgehen, obwoh/ Nicht-
gleichgewicht vorliegt, ist die Postulierung eines /okalen Gleichgewichtes, d.h.
eines Thermodynamischen Gleichgewichtes fir "kleine", rdumlich oder massenmafig
definierte Teilgebiete des Systems. In diesen Teilgebieten kénnen die statistischen
Gréflken dann trotz globalen Nichtgleichgewichtes verwendet werden, und es kénnen
Gibbs’sche Gleichungen formuliert werden. Auch wenn dann die Zahl der Freiheitsgrade
kleiner ist als die aller Einzelmolekiile, so ist sie doch gréfier als im globalen
Gleichgewicht, weil die statistischen Gréfen in verschiedenen Teilgebieten ver-
schieden sind, die thermodynamischen Gleichungen also fiir a/le Teilsysteme betrach-
tet werden missen. Gleichglltig, ob man wegen der Nichtgleichgewichtsverhaltnisse
von der einheitlichen Systembeschreibung auf die lokale Beschreibung oder sogar auf
die Beschreibung der Einzelmolekile ausweichen mul3, nimmt die Zahl der zu beschrei-
benden Freiheitsgrade zu.

Dieses Prinzip ist auch bei der thermodynamischen Beschreibung des Strahlungsfeldes
gliltig: So wie jedes materielle globale Nichtgleichgewichtssystem in Subsysteme
zerfallt, die sich ihrerseits im lokalen Gieichgewicht befinden und daher eindeutige
intensive GroRBen wie T{r} und eigene Gibbs'sche Formen haben, so sind im Nicht-
gleichgewichts- Strahlungsfeld die monochromatischen Strahlenbiindel die "kleinsten™
selbstéandigen Untersysteme mit Temperaturen T,,* und Fundamentalformen {7-75). Der
Unterschied liegt darin, daR die Untersysteme des materiellen Feldes im Ortsraum,
die Untersysteme des Strahlungssystems aber im Frequenzraum voneinander getrennt
sind! Die Zahl der Freiheitsgrade erhéht sich im materiellen Feld dadurch, da® an
jedem Ort die ortsspezifische Energiedichte einzeln beschrieben werden muf3. Im
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Strahlungsfeld dagegen muR jede in {7-75) enthaltene frequenzspezifische Energie-
strahldichte einzeln beschrieben werden. Da sich am gleichen Ort viele Strahlen-
bliindel befinden, die alle sine eigene Gibbsform haben, ist das materielle System
"intern offen" fir praktisch unendlich viele weitere physikalische Systeme, die mit
der Materie wechselwirken. Das ist eine starke Verallgemeinerung der in Kapitel
2.2{d} beschriebenen Situation, wo ein Luftpaket nach der Nahewirkungstheorie fiir
das Schwerefeld als "intern offenes” System beschrieben wurde, was erst eine Erklé-
rung lieferte fir den sonst véllig unversténdlichen Quellterm fir die Erhaltungs-
grofie "lmpuls™ in der Bewegungsgleichung (2-19). Entsprechend mulR man wegen der
internen Wechselwirkungen mit den vielen ortsgleichen Strahlungssystemen (Strahlen-
bliindeln) auf unerwartete formale Quellterme gefafl3t sein. Zum Beispiel kénnte trotz
des 2. Hauptsatzes fir materielle Systeme eine negative Entropiequelle auftreten.
Ein solcher Fall ist von Pelkowski (1995) beschrieben worden. Nach der hier gege-
benen Interpretation ist diese negative Quelle jedoch nur formal, denn sie be-
schreibt keine Entropievernichtung, sondern nur einen internen Austausch.

Wie in Kap. 1.1 beschrieben, ist die Gibbs'sche Fundamentalform das totale Dif-
ferential der Fundamentalfunktion. Da fir Punktsysteme die Fundamentalfunktion
prinzipiell bekannt ist, (als "Hamiltonfunktion”), lassen sich die im totalen
Differential vorkommenden partiellen Ableitungen auch explizit berechnen. - Nach
der thermodynamischen Mittelung ist die explizite Form der Fundamentalgleichung i.A.
nicht mehr bekannt. Daher sind auch die entsprechenden partiellen Ableitungen {die
intensiven GréRen der Gibbs'schen Formulierung) i.A. nicht bekannt. Eine Ausnahme
bildet das ideale Gas mit der Fundamentalfunktion E=E{V,S) {— Callen {1960)}}: Da
hier die Zustandsgleichungen p=p{V,S) und T=T(V,S) bekannt sind, kann man die Funda-
mentalform dE = -p dV + T dS integrieren und so die Fundamentalfunktion E=E(V,S) er-
halten. - Dieses Vorgehen ist auch mdoglich fir das Strahlenbindel, d.h. auch hier
&Rt sich die zu dI,, = T;, dL,, geh6érende Fundamentalfunktion explizit angeben! Die
daflir notwendige Zustandsgleichung ist gerade die Planckfunktion (7-17)!

Das soll hier dargestellt werden im direkten Vergleich mit dem Spezialfall drE =T dS
eines idealen Gases, welches keine mechanische Arbeit leistet. - Wir suchen mit
Hilfe der Fundamentalform in Entropieform

dS = dE/T bzw. dL,, = dI,,/T; und der Zustandsgleichung
T = T(E) bzw. T, = T,ll,) die Fundamentalfunktion
S = S(E} bzw. L, = L,(l,)
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Rechengang fiir ldeales Gas:
T = TE) = L (E-C) : wegen E = c,T + C

v

S = S(E) = cyIn(E+C") : direkte Integration von dS = dE/T = ¢, dE/{(E-C)

Rechengang fiir Strahlenbiindel:

#* * h
T, = Toll,) = "N [ mit N := 22‘2’3 ] wegen (7-17)
k| 1 :
n ;e 1]
N hv
: . _ * N d
Beweis: 1, = —Fr—— — e kTp _ T+ 1 g.e.d.
e kT: -1 7
_ 2kuv? Iy 'y Iy Iy
L, = Lyl,) = Cz{[1+N—]|n[1+N_] - gt
. . . 2kv? l, 1,e% :
Beweis: Mit den Abklrzungen a := o Y i=— = ist zu beweisen:
c N 2mw

(1+ )1+V

L, = a [ {1+y)In{1+y)} - ylny ] = aln —yl’———- Ableiten ergibt:

di, (1+y)

&y a[tn(1+y)+1-|ny-1] = ain X

1 c?
dL, = aln [ 1 + —} dy oder wegen dy = 3 dl,
Y 2hw
2k’ c? N k N 1
dL, = in| 1 dl,, = n| 1 dl, = dl .e.d.
v CZ 2h3n[ +—|—v] v m—n[ +—|—vi| v T; v g.e

Der Beweis 188t sich auch durch direkte Integration mit Hilfe von [ Inx = x Inx - x

durchfthren.

7.7 ENERGIEBILANZEN DER MATERIE UND DES STRAHLUNGSFELDES

In Kap. 2.2(c) wurde die Bilanzgleichung (2-18) fur die massenspezifische Energie e

hergeleitet, d.h. mite = k + ¢ + u
de d
(2-18) paT=paT[k+@+u] =V-[1I-V—W]

Far unbewegte Materie spezialisiert sich dies auf
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(2-18") pg% - pg% - - VW

Da hier Wechselwirkungen mit dem Strahlungsfeld interessieren sollen, fir welches
nur volumenspezifische Energien definiert werden kdénnen, sollte in Analogie zu Kap.
7.4 nun auch die Bilanzgleichung {2-18’) entsprechend umgeformt werden, hier also
fur die GréRe pe = ef, Dies ist wegen

{2-13) P g% = a‘g?a) + V-(pva) d.h. bei v = O:
#

"automatisch” erledigt durch eine Umformung in die Euler'sche Form. Man erhélt also

(2-18") 3;‘;3) +VW = 0O

Vergleicht man dies mit der entsprechenden Bilanzgleichung fir eine befiebige Grole,

(2.7 &eal g5, - q

so fallt der fehlende Quellterm in der Energiebilanz auf, was durch die globale
Erhaltungseigenschaft der Energie begriindet wurde. Andererseits haben wir in Kap.
2.2{d} einen formalen Quellterm fir den /mpuls eingefiihrt, obwohl dieser ebenfalls
eine globalen ErhaltungsgréRe ist. - Als Grund fir diesen Quellterm nannten wir
die Tatsache, dald nach der Nahewirkungstheorie die Materie ein fir das Schwerefeld
"intern offenes” System ist. Nur die "klnstliche" Erfindung einer Potentiellen
Energie der Materie, die eigentlich eine {(dort ruhende) Energie des Schwerefeldes
ist, verhinderte die explizite Beschreibung der internen Wechselwirkung zwischen
Materie und Feld durch einen formalen Quellterm der Energie. Ein entsprechender
potentieller Impuls der Materie a3t sich jedoch nicht definieren, da Feldimpuls im
Schwerefeld mit Lichtgeschwindigkeif von einem zum anderen materiellen System
transportiert und dort durch interne Wechselwirkung Ubertragen wird.

Wenn nun zusédtzliche Wechselwirkungen der Materie, namlich mit dem Strahlungsfeld,
beriicksichtigt werden sollen, bezieht man weitere Systeme in die Beschreibung ein
{nach Kap. 7.6 sogar unendlich viele), welche die Materie zu einem intern offenen
System machen, und in dem nun auch die Energie mit Lichtgeschwindigkeit trans-
portiert wird! Ein formaler Quellterm, der den internen Awustausch zwischen der
Materie und den am gleichen Ort befindlichen Strahlenblindeln beschreibt, 1al3t sich
nun auch fir die Energie nicht mehr verhindern {(wie ja auch formale negative
Entropiequellen auftreten kénnen, — Kap. 7.6}. Daher muB {2-18") im Sinne von (2-7)
verallgemeinert werden:
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#
7-777 % i vwW = Qg

Eine entsprechende Energiebilanzgleichung ist fiir die Energiedichte des Strahlungs-
feldes zu formulieren:

(7-78) - +vR - Q.

Die globale Energieerhaltung kann nun durch die Forderung formuliert werden:
(7-79) Q.+ = -Q.*

Die lokale Bilanzgleichung (7-78) soll mit der SUG (7-71), dl,,/ds = -a,l, + g,, ver-
glichen werden. Die Ableitung d/ds kann wegen ds/dt=c, als individuelle Zeitab-
leitung aufgefaldt werden, bei deren Euler'scher Aufspaltung der advektive Anteil mit
der vektoriellen Lichtgeschwindigkeit c e zu formulieren ist:

dl 1 dli 1 al
(7-80y 2 = — L2 = ] ZiceV,

ds c, dt c, | ot
Damit ist die SiG in eine lokale Energiebilanzgleichung fiir die elementaren
Strahlenbiindel umgeformt worden:

1 9
(7-81) — L ievl, = -gl, + ¢,

Cn

Setzt man (7-73), e* = 1/c, [[[ dv d2w I,, in (7-78} ein, so stelit sich die Bilanz-
gleichung als ein Frequenz- und Raumwinkelintegral Gber Strahlungsiibertragungs-
gleichungen (7-81) dar, und man findet neben (7-73) die bereits in (7-14) angegebene
Formel fir R, sowie eine explizite Darstellung der Quellfunktion Q.

(7-82a) &' = 1 [rfdvdl,
(7-82b} R = JJT dv d% el,

(7-82¢) Q = [ffdvd® [ -ayl, + &, |

Da nur e* den sehr groBe Wert von c, als Nenner hat, ist eine gute Approximation von
{(7-78) gegeben durch

(7-78") V-R = Q. also auch

(7-79) Q4 = -Qs = -9V-R

Damit geht die materielle Bilanzgleichung (7-77) Gber in
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' #
(7-77" g%—+v-(W+R) < 0

Obwohl im Vergleich zu (7-78) die Fahigkeit des Strahlungsfeldes, Energie zu
speichern, vernachlassigt wurde gegenliber seiner Fahigkeit, Energie zu transpor-
tieren, wird diese Gleichung in der Literatur haufig als "richtig" angesehen. Auf
den approximativen Charakter von {7-77') ist erst durch Callies und Herbert {1983)
deutlich hingewiesen worden.

7.8 ENTROPIEBILANZEN NACH CALLIES UND HERBERT

Wie soeben fiir die volumenspezifische Energiedichte, so stellen wir nun die lokalen
Bilanzgleichungen fir die volumenspezifische Entropiedichte in Materie- und Strah-
lungsfeld auf. Bei unbewegter Materie geht (2-59)} (ber in

(2-59") pds _ _WVT W _ oW _ woyl

dt T2 T T T
das ergibt mit der Umformung (2-13')

wy  9s# w : 1
(2"59 ) a—t— + V'? = O‘S# mit OS# = W-V ?

Ebenso wie (2-18") auf {7-77) durch Hinzunahme eines Quelltermes verallgemeinert
werden mufdte, weil bei Berlicksichtigung von Strahlung das Materiefeld intern offen
ist, mu auch (2-59") durch einen Wechselwirkungsterm mit dem Strahlungsfeld ergénzt
werden, der in Qg zusétzlich enthalten ist:

(7-83 =% v-_"T! - Qs mit O = Q+0Q - w-v% . Q
Der Quellterm Q, hat die in Kap. 2.7(b,c) besprochene bilineare Form Q, = J, X, aus
thermodynamischen Fliissen und Kraften. Gilt das auch fur Q,? Die durch (7-77")

suggerierte Gleichberechtigung von W und R kdénnte eine Formulierung gemaR

1

Q, = Rv: = -YRwT  (FEHLERY
T T2 .

nahelegen. Das ist genau die Formulierung, die wir in Kap. 7.1, erster Absatz,
ausschlieBen mufdten! - Wegen der volumenspezifischen Gibbs'schen Form (7-38), chne
Phasenumwandlungen also def = T ds#, sind auch die beiden lokalen Bilanz-
gleichungen (7-77} und (7-83} fir volumenspezifische GréRen miteinander verknipft:
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de? as# w

%: —V'W+Oe#=T'§i—=T[‘v"‘f‘+Qs#}
also

Q¢ = -+vwa+ltaw+v ¥ it (7-79) auch

T T T
a 1 Qe -
H = W-v - - oder mit (7-82c)
T T

(7-84)  Qu = W-V % - -_:Il_-jfj dv d% [ —aply, + & |
Also ist in (7-83) Q; = -Q /T zu setzen. - Die vollsténdige Formulierung der

Entropieerzeugung bei Wechselwirkung mit Strahlung kann jedoch erst angegeben
werden, wenn auch die Entropiebilanzgleichung fir das Strahlungsfeld aufgestellt und
zu (7-83) addiert wird. Sie lautet in Analogie zur energetischen Gleichung (7-78):

as”

(7-85) I

+ VT = Qg

T ist der Entropietransport im Strahlungsfeld, der dem Energietransport R in der

Energiebilanz entspricht. (7-85) kann zwar nicht wie (7-78) direkt mit der SuG

verglichen werden, jedoch mit einer Kombination aus der SiiG und der Fundamentalform

(7-795), di, = T, dL,,. Zunéchst werden die Entropiednderungen dL,, auf ds bezogen

und wie die Energieédnderungen in {7-80) einer Euler'schen Aufspaltung unterworfen:
dL,, 1 dL, 1 oL,

— = —— = — — + 8-V,
ds c, dt c, ot

Andererseits ergibt die Kombination aus SiG (7-71) und Fundamentalform dl,, = T;;dL,,:

dL,, 1 di, 1

e L]

Folglich lautet die lokale Form der Entropiebilanzgleichung fir die elementaren
Strahlenbiindel

1 oL, 1
(7‘“86) C_ E’ + e'VLV = — |: —(X.vlp + £p :|

n Tv
Wegen (7-74), s" = 1/c, J[[ dv d2w L,, ist {7-85) ein Frequenz- und Raumwinkel-
integral Ober (7-86}, ebenso wie die energetische Gleichung (7-78) ein Integral
Uber (7-81) ist, und man findet zusammengefal3t
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(7-87a) s* = 1 g v d% L,
(7-870) T = [[f dv d% eL,
(7-87¢) Q= [ff dv d% L _@lv * v ]

v

Die angekiindigte Addition (7-83) + (7-85) ergibt

(7-88) "’_‘Efiﬂw-[wwr} - Q¥ +QF = Q
5t T

[ —avlv + Sv ]

I dv d% [ -aply, + e, 1 + JIT dv d .

v

Q, = W-v

=
—-

Die Kérpertemperatur T ist unabhangig von der Frequenz und der Richtung der ein-
zelnen Strahlenbiindel, so daR 1/T hinter das Integral gezogen werden kann. Somit
erhalt man durch Ausklammern von [-a,l;,+¢,,] die gesuchte Entropie - Quelifunktion:

*

T, T
Dieses Ergebnis von Callies und Herbert (1983) stellt die Losung des zu Beginn von
Kapitel 7.1 aufgeworfenen Problems dar. Der Vektor R wird nicht zur Formulierung der

1 1
(7-89) Q;, = W-v ':I-I'-' + [JI dv d% 1 —aply + ey { - _}

Entropieerzeugung durch Strahlung herangezogen. Den Antrieb fiir den irreversiblen
Prozel3 liefert auch nicht der Temperaturgradient in der materiellen Systemkompo-
nente, sondern die in (7-89) enthaltenen Differenzen der reziproken Koérper- wund
Strahlungstemperaturen der verschiedenen Strahlenbiindel. Je groRer diese Differenzen
sind, desto starker werden die in (7-89) ebenfalls enthaltenen Absorptions- und
Emissionsprozesse sein, die man mit den Phasenlibergangsfliissen w, aus (2-70) ver-
gleichen kann.

Es ist also sinnvoll, auch hier von Thermodynamischen Flissen und Kraften zu
sprechen, die Uber alle Frequenzen und Richtungen der Strahlenbiindel integriert
werden missen, um die gesamte Entropieproduktion zu erfassen. Definiert man Fliisse

J, und Krafte X,, gemal
1 1

Jp = —aply + gy ' Xy = rl

T, T

so schreibt sich {7-89) in der thermodynamisch konsistenten Bilinearform:

Q, = J-X + [JJ dv d% J,X,

s
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7.9 STRAHLUNGSBILANZEN UND TREIBHAUSEFFEKT

Die Solarkonstante ("sclar flux")

(7-90) Q, = 1370 Wm?2

ist die gemessene solare FluRdichte F, die beim mittleren Erdabstand R von der Sonne
durch eine senkrecht orientierte Einheitsflaiche hindurchgeht. Die FluRdichte nimmt
auf dem Weg von der Sonne zur Erde ab, im Gegensatz zur Strahldichte (intensitat) I.

Die extraterrestrische solare StrahlungsfluBdichte Q% ist das global-zeitliche
Mitte/ der solaren StrahlungsfluRBdichte F an der gesamten Atmosphiren-Obergrenze
der rotierenden Erde, welches sich aus dem Faktor 1/4 fur das Verhéaltnis Quer-
schnittsflache / Oberfliche einer Kugel ergibt:

(7-91) Q¥ = Q/4 = 342.5 Wm?2

Die terrestrische solare StrahlungsfluBdichte (ohne eigenes Symbol} ist die durch
Reflexion reduzierte solare StrahlungsfluBdichte Q¥, d.h. mit der Albedo « » 0.3:

{7-92) {1-«) Q¥ = (1-a) Q,/4 = 240 Wm2

Die mittlere solare FluRdichte auf der Sonnenoberflache sei F,. Man definiert die
effektive Strahlungstemperatur T, der Sonne durch die Beziehung

(7-93) F, = oT/

T, ist also die Temperatur, die die Sonne hatte, wenn sie ein schwarzer Kérper wére
(so daR F_ aus dem Stefan-Boltzmann'schen Gesetz (7-19) bestimmt werden kénnte).
Der numerische Wert von T, ergibt sich durch Vergleich zweier Darstellungen des
gesamten solaren Strahlungsflusses ¢ (— (7-13)), namlich des Flusses durch zwei
geschlossene Kugelschalen: einmal mit dem Sonnenradius r und einmal mit dem Ra-
dius R der Erdbahn. Das flhrt auf die Bedingung

(7-94} oTA 4mr2 = Q, 4uR2 — T, = 5780 K

Die von der Erde ausgehende Jangwellige terrestrische Flul3dichte sei F,. Die
effektive Strahlungstemperatur der Erde T, ist analog zu T, definiert durch

(7-95) F, = oT*

Der numerische Wert von T, ergibt sich aus der Voraussetzung, daR sich die lang-
wellige Ausstrahlung {7-85) und die kurzwellige Einstrahlung (7-92) kompensieren:
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4
(7-96) oT* =(1-a} OV ={1-a) Q,/4 — T, = V{1-2)Q,/40c = 265 K

Die von der Erde ausgehende extraterrestrische Flulidichte Q, enthéit neben F, noch
die reflektierte Solarstrahiung:

(7-97) Qp = oT*+aQ/4 = 240 Wm? + 102 Wm-2

Als extraterrestrische Strahlungsbilanz bezeichnet man die an der Atmosphéaren-
Obergrenze als kompensiert anzunehmende resultierende StrahlungsfluRdichte

(7-98) Q = Q*-Q, = (1-01 Q/4 - T4 = 0

Q¥ enthélt nach (7-91), Q¥=Q,/4, nur kurzwellige, Q, nach (7-97) enthélt dagegen
lang- und kurzwellige Strahlung. Verlegt man die Referenzhéhe in die Atmosphére
und bezeichnet die von "oben bzw. von unten kommende” FluRdichte mit F¥ bzw. mit
F,, so haben beide FluRdichten lang- und kurzwellige Anteile F| und F:

(7_99) F = F\l’ - F/[\ = FK + FL mit
Fe = Fev - Fep und F = FY - F, und den Definitionen
F¢¥ = Globalstrahlung

Direkte Sonnenstrahiung + Diffuse Sonnenstrahlung
= Solare Reflexionsstrahlung

Tl
~
N

|

F,¥ = Atmosphérische Gegenstrahlung
F.. = Direkte Terrestrische Strahlung + Terrestrische Reflexionsstrahlung

Die Diffuse Sonnenstrahlung nennt man auch Himmelsstrahlung. - Die Unterscheidung
zwischen einer "kurzwelligen Strahlung" als Solarstrahlung und einer "langwelligen
Strahlung” als terrestrische Strahlung ist begrindet durch das Verschiebungsgesetz
(7-18), AT = const, und durch die stark unterschiedlichen Temperaturen auf der
Sonne bzw. im System Erde/Atmosphare. In sehr einfachen Strahlungsmodellen legt
man auch die Absorptions- und Emissionseigenschaften des Erdbodens und der Atmo-
sphare ausschlielllich nach diesen beiden Strahlungsarten fest:

Erdboden: Schwarzer Korper far lang- und kurzwellige Strahlung

Atmosphédre: Schwarzer {oder Grauer) Kérper fir langwellige Strahlung, Weilder
Kérper mit Transmissionsvermégen "1" fur kurzwellige Strahlung

Die atmosphérische Gegenstrahlung ist auch die Ursache fiir den Treibhauseffekt:
Eine gedachte "kalte" Erdoberfliche erwarmt sich durch die Absorption der kurz-
welligen Strahlung, strahlt aber dann wegen des Planck’schen Gesetzes auch zunehmend
ab, bis ein Gleichgewicht zwischen Energiegewinn und Verlust erreicht ist. Wenn nun
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auch eine langwellige Gegenstrahlung absorbiert werden muB, liegt dieses Gleich-
gewicht natlrlich bei einer héheren Temperatur! Eine modellhafte gquantitative
Beschreibung des Treibhauseffektes erhdlt man, wenn man in einem solchen Strah-
lungsmodell nicht wie in {7-98) nur eine Bilanz, sondern zwe/ Strahlungsbilanzen
betrachtet, ndmlich eine fir die im Anschlu? an Formel (7-25) angesprochene Atmo-
sphére und eine Strahlungsbilanz fiir den "schwarzen" Erdboden;

Qv=Q,/4 ||=Q¥ oTh

a

(' e N

(1-2)Q¥ = 240 Wm?  [oT? |oTh

(n: T, |/////////////////////////////////////////////////|
kurzwellig fangwellig

Die vertikal nicht ausgedehnte "Atmosphédrenscheibe™ mit der Temperatur T, absorbiert
also die langwellige Zustrahlung vom Boden vollsténdig ("schwarz"), 14t die nicht-
reflektierte kurzwellige Strahlung vollstdndig hindurch ("Fenster"), und strahlt
nach beiden Seiten langwellig ab. Die Erdoberfliche mit der Temperatur T, absorbiert
volistandig die langwellige Zustrahlung von der Aimosphare und die kurzwellige
Zustrahlung von der Sonne, und sie strahlt langwellig natlrlich nur nach oben ab.
Aus (7-34) folgt wegen a=1 flr alle Emissionen F_ = oT4,

Bildet man die (lt. Voraussetzung insgesamt verschwindende) integrale Bilanz Uber
_ die horizontal-homogene Plattenatmosphére der Flache A und verschwindender Dicke, so
ergibt das Oberflachenintegral Uber die FluRdichten A ¢T,* - 2A oT_* = O oder

(7-100) T, - 2oT,* = 0 Bilanz (1)
Schon hieraus folgt der Treibhauseffekt T, > T,, denn
T, = T,2 = 119 T,
Die Bilanz fir die Erdoberflache lautet
(7-101)  (1-a) Q,/4 + oT,* - oT,* = 0 Bilanz {il)

Dies sind zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten T, und T,. Die Addition beider
Gleichungen ergibt natlrlich die extraterrestrische Bilanz {7-98) {(mit T, =T,),

(1-a) Qo\,ﬁ = oT¢,
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was hier als Bestimmungsgleichung fur T, aufgefaRt werden kann, so daR man nach
Einsetzen in (7-100} T, erhalt:

T, = 256K und T, = 303K

a

Der Grund fir diesen Treibhauseffekt ist letztendlich der, dal® die Atmospharen-
temperatur T, in der Bilanz (I} sich so einstellen muB, daR Uber den Term ¢T 4 der
langwelligen Zustrahlung von unten entsprochen wird, (damit die Temperatur stationar
bleibt). Die Bodentemperatur T, dagegen muR sich in der Bilanz (I} Gber den Term
oTp* so einstellen, daB die kurzwellige Zustrahlung und der Empfang der langwelligen
Emission aus der Atmosphére kompensiert wird. - Allerdings 143t weder die Atmo-
sphére die nicht reflektierte solare Strahlung vollkommen hindurch, noch absorbiert
sie vollkommen die terrestrische Strahiung.

Wir verbessern die Beschreibung des Treibhauseffektes, indem wir in die Bilanzen
{7-100}, {7-101) eine grau absorbierende Atmosphére einbauen. Der Boden soll jedoch
noch immer schwarz emittieren. Es handelt sich also um die Modellvorstellung einer
Grauen Atmosphdre. - In der Bilanz (I) ist nun die Absorption der vom Boden
schwarz emittierten Energie oT,* auf a oT,*# mit a < 1 verringert. Andererseits
wird wegen der Prevost'schen Regel von der Atmosphire auch weniger Energie als

20 T,% emittiert, was wegen des Kirchhoff'schen Gesetzes (7-28) ebenfalls durch das
Absorptionsvermégen a < 1 beschrieben werden kann:

(7-102)  acT,” - 2a0T,* = O Bilanz (1)

In der Bilanz (ll} &ndert sich nichts an der kurzwelligen Zustrahlung (fir den kurz-
welligen Anteil ist die Atmosphére noch immer ein Fenster) und an der langwelligen
Abstrahlung. (Die Erde ist noch immer ein schwarzer Korper). Nur die langwellige
Zustrahlung von der nun Grauen Atmosphére verringert sich um den Faktor a:

(7-103)  (T-a) Q /4 + aoT,* - ¢T,* = 0 Bilanz (I1)

Es ergibt sich wie zuvor aus (I} der Koeffizient /2 zwischen den beiden Tempera-
turen T, und T,. Die Werte der beiden Temperaturen héangen nun aber von a ab: Die
Operation 2-(ll} + (I) eliminiert T, und ergibt

(7-104) (1-2)Q,/2 = (2-a)oT, 4

Mit wachsendem Absorptionsvermégen a wird die Bodentemperatur héher, und damit
auch die Atmosphérentemperatur, wenn sie auch immer um den Faktor 1/4/2 geringer
bleibt als die Bodentemperatur. Obwohl qualitativ die héhere Bodentemperatur richtig
"herauskommt”, ist ihr Wert doch zu hoch. Das liegt hauptsdchlich daran, daf® neben
den Strahlungsfliissen auch turbulente vertikale Energiefliisse (fiihlbare und latente
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Warmefliisse) zwischen dem Boden und der Atmosphére beriicksichtigt werden miissen.
In der Realitdt verschwinden namlich die Bilanzen in der Atmosphére und im Boden
erst dann! Diese turbulenten Warmefliisse kiihien den Boden und erwérmen die Atmo-
sphére und mildern somit den Treibhauseffekt. GemaR der Definition in Kap. 7.1 be-
deuten diese materiellen Wiarmefllsse, dal zwischen Atmosphére und Boden kein
Strahlungsgleichgewicht besteht. - Das folgende Bild wiederholt die obige Modell-
vorstellung der reinen Strahlungsflisse f/inks) und gibt zum Vergleich die Korrek-
turen durch die turbulenten Fliisse sowie durch einige weitere Systemerweiterungen
wieder (rechts). Die Zahlenangaben geben gemessene Energiegewinne und Verluste
wieder, und zwar die extraterrestrischen Strahlungsbilanzen, sowie die Bilanzen in
der Atmosphére (l) und im Boden {(Il}), die durch Strahlungsabsorption, Emission und
durch Gewinn oder Verlust von sensibler und latenter Warme entstehen. Alle ver-
zeichneten Zahlen sind Prozentangaben, gemessen an der einfallenden kurzwelligen
FluBdichte QV¥, die auf 100% festgesetzt wurde (Mittelwerte aus Fortak (1982),
Schénwiese (1995) und anderen):

A b A A

Qv=Q /4 ||aQt |oT? Qv=-100]| [+26|+5 +62 +7

la- sen-

tent sibel
VA0 1101} [1117 18 111]11 =162 [/ +104 /] +23 +7 //]
Atm. Atm. N T

(1-0)QY 0T | 0T}

Boden | v Boden v E
LA 0 i i i ridd) (10 +81 1411017 +90 [/ -111 /7 -23 -7 /]
- kurzwellig  langwellig kurzwellig fangwellig turbulent

Gegenlber dem linken Bildteil muR3ten im realistischen rechten Bild, neben der schon
erwéhnten Berlicksichtigung der turbulenten Transporte, noch folgende Erweiterungen
vorgenommen werden:

m Die Atmosphére ist fur den nichtreflektierten Anteil der solaren Strahlung
Q¥ nicht vollkommen durchléssig, sondern sie absorbiert den Anteil 18%.

m Die reflektierte Strahlung «QVv besteht nicht nur aus dem in der Atmosphére
reflektierten Anteil (von 26%). Zur planetaren Albedo z&hit auch eine
Reflexion am Boden von 5%.

m Die vom Boden emittierte Strahlung (von 111% der Strahlung QV) wird nicht
~vollkommen von der Atmosphédre absorbiert. 7% werden hindurchgelassen.

m Die von der Atmosphére emittierte Strahlung (von 152% der Strahlung Q%) fiihrt
zu unterschiedlichen Energiegewinnen im Weltall (62%} und am Boden (90%).
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Die letztgenannte Zahl verursacht als "langwellige Gegenstrahlung” den Treibhaus-
effekt. Das atmosphérische Absorptions- und Emissionsverhalten wird gepragt von
Aerosolen sowie von "Treibhausgasen” wie Wasserdampf, Kohlendioxid oder Methan, {—
Kap. 8.3(e,f)}. - In jeder horizontalen Schicht (extraterrestrischer Bereich, Plat-
tenatmosphére (I} und Erdboden (ll)} herrscht energetisches Gleichgewicht, denn die
Summe der Energiegewinne bzw. Energieverluste verschwindet in jeder Schicht:

Extraterrestrisch: -100 + 26 + 5+62+7 =0
Plattenatmosphare: -152 + 18 + 104 + 23 + 7= O
Erdboden: -111 -23 -7 4+581+90= 0

Da in der atmosphérischen Bilanz bzw. in der Bodenbilanz jeweils 23+7 = 30 Prozent
des Energieumsatzes nicht durch Absorptions- und Emissionsprozesse, sondern durch
materielle Warmeflisse erfolgen, liegt hier kein Strahlungsgleichgewicht im Sinne
der Definition in Kap. 7.1 vor. - Bisher haben wir stets globale Energiebetrach-
tungen durchgefihrt. Die angegebenen globalen Mittelwerte sind jedoch rdumlich und
zeitlich sehr stark differenziert. Betrachtet man die meridionale Differenzierung,
so ist auch die extraterrestrische Strahlungsbilanz nicht ausgeglichen, sondern es
kommtzu einem UberschuRinden Tropen gegeniiber den Polargebieten von etwa 50 Wm-2.
Das ist gerade die schon héufig angesprochene differentielle Erwérmung, welche die
Atmosphére zu einer Warmekraftmaschine macht. Der durch die differentielle Erwarmung
induzierte Ausgleich geschieht durch die groRraumige ozeanische und atmosphérische
Zirkulation, letztendlich also durch das "Wetter". Das bedeutet, daR die absorbierte
Solarenergie nicht hundertprozentig zu einer unmittelbaren Temperaturerhéhung ge-
nutzt wird, sondern zum Teil auch zum Aufbau von Verfligbarer Potentieller Engrgie,
welche sich dann in Kinetische Energie umwandeit und dann erst ber die Dissipation
in Innere Energie. Genauer gesagt, fihren fast 99% der Solareinstrahlung zu einer
unmittelbaren Erhéhung der Inneren Energie. Erst das restliche Prozent macht die
Atmosphéare zu einem System mit der Eigenschaft "Wetter", d.h. zu einer Wiarmekraft-
maschine, die offenbar einen sehr schlechten Wirkungsgrad hat und nur "ihre eigene
Reibung" Gberwinden mufR. Dieses eine Prozent der Solareinstrahlung ist aber so
wichtig, dald wir ihm die funf Kapitel 7.10 bis 7.14 widmen werden.

Die effektive Temperatur T, des Systems Erde/Atmosphére ist die Temperatur, die das
System hétte, wenn es ein schwarzer Kérper wére. Dann wire die FluRdichte F, = T 4
der terrestrischen Ausstrahlung aus dem Stefan-Boltzmann'schen Gesetz bestimmt. in
der Strahlungsbilanz {7-98) wurde vorausgesetzt, daR sich diese langwellige
Ausstrahlung mit der kurzwelligen Einstrahiung {7-92) kompensiert. Wenn das nicht
geschieht, muR es zu Temperaturdnderungen kommen, die in einem "Klimamodel"
beschrieben werden kénnen (— Kap. 8.6(a)).
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7.10 ENTROPIK UND ENERGETIK DER ATMOSPHARE

7.10{a) Differentielle Erwarmung und Entropik

Wenn man davon ausgeht, dald im globalen langzeitlichen Mittel die gesamte Energie
und die Entropie der Erde stationadr sind, missen die Oberflachenintegrale (ber die
Energieflisse verschwinden, wahrend die im Oberflachenintegral dargestellten glo-
balen Entropieflisse die volumenintegrierten Entropiequellen kompensieren miissen.
Die Atmosphédre mul3 die produzierte Entropie exportieren! Um dieses zu zeigen, be-
trachten wir globale Mittelwerte Uber die Entropiebilanzgleichung (2-69) mit (2-71)

aus Kap. 2.7(c,d}):
w A

ds #y 1
(7-108) 0§ - -V-[?—gpvuv_r—} N ?[F--VV+§w€T—

Dabei erhalten wir aufgrund der vorzunehmenden Volumenintegration des Divergenz-
termes V-[ W/T - = (u,ppu,}/T 1 ein Oberflachenintegral Ober W/T - = (u,p,u,)/T.
Da jedoch der diffusive Entropiestrom Z{u,p,u,,)/T die Grenzen der Atmosphére nicht
Uberschreiten kann, erhalten wir das globale Mittel

Ve[ WIT - 2 (ppppup,d/T 1 = V-[W/T]

Das Volumenintegral und damit das globale Mittel der Entropieproduktion ist natir-

lich positiv:
(F--W)/T + ={wA) /T > 0

Eine stationére global gemittelte Entropiebilanz ist also nur mdéglich, wenn
G-:TW/_-” < 0

Eine entsprechende Integration liber die Energiebilanz {2-18), pde/dt = V-(v-T-W),
ergibt nach Anwendung des Gauld'schen Integralsatzes, wegen des Verschwindens vonv

an der Atmosphéaren - Untergrenze und wegen des Verschwindens von T an der Atmo-
spharen - Obergrenze:

VW = 0
Das Volumenintegral Gber Vv-W, also das Oberflichenintegral (ber W, verschwindet
deswegen, weil es zu einer Kompensation der Netto-Energiezustrahlung in niedrigen
Breiten und der Netto-Energieabstrahlung in hohen Breiten kommt. Wenn sich aber die
importierenden dquatornahen und die exportierenden polnahen Energiefliisse kompen-
sieren, so kdnnen sich die entsprechenden Entropiefliisse W/T nicht kompensieren:
Weil wegen der differentiellen Erwérmung in den exportierenden héheren Breiten eine
niedrigere Temperatur herrscht als in den importierenden niedrigen Breiten, erhélt
der Export einen kleineren Nenner und damit ein héheres Gewicht bei der Berechnung
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des globalen Netto-Entropiehaushaltes! Daher kann die irreversibel erzeugte Entropie
auch wieder exportiert werden, so daR Stationaritét des global gemittelten Entropie-
gehaltes der Atmosphére ermdglicht wird. - Am SchluR von Kap. 3.9 wurde behauptet,
dal® die differentielle Erwarmung neben einem Netto—Wérmeimport bei kompensa-
torischem Entropieaustausch in reversiblen Kreisprozessen auch einen Netto - Entropie-
export bei kompensatorischem Energieaustausch erméglicht. Die Diskussion der global
gemittelten Energie- und Entropiebilanzgleichung hat nun belegt, daR in der Atmo-
sphére gerade der zweite Fall realisiert ist.

7.10(b) Zum Haushalt der Totalen Potentiellen Energie

Die drei Bilanzen fiir die Potentieile, Kinetische und Innere Energie (2-25),
(2-27a), (2-29a) aus Kap. 2.2{g) lauten

(2-25) p%? = + pv-Vd
(2-27a) pg% = - TV - pv-Ve + V-(T-v)

£ TV - VW

(2-29a) o g%

wobei in guter Naherung pv-v% = pv,g gilt. Diese Gleichungen lassen sich durch das
folgende Diagramm veranschaulichen:

d — k —_— u
PV, 9 T- Vv

for frw

In Kap. 2.2(g} wurde die Summe der Gleichungen {2-25) und {2-27a) als Bilanzglei-

chung fir die spezifische Mechanische Energie m = k+® betrachtet. Das "vereinigt"

die beiden linken Késten, und die Umwandlung pv:V® = pv,g trat im dortigen
Diagramm nicht explizit auf. Die Umwandlung 7:-Vv = - p¥-v + F--Vv 4Rt sich in
einen reversiblen Anteil - pV-v und in einen Jjrreversiblen Anteil F-.Vv aufspalten.
- Es gibt aber auch gute Griinde dafir, die beiden duBeren Késten des obigen Dia-
gramms zu einer Energieart zusammenzufassen, der Totalen Potentiellen Energie =:

(7-1086) T=¢+U — € =K+n
Ein Grund fUr diese Definition liegt darin, daR Vertikalintegrale Gber ¢ und u nur
gemeinsam groBer oder kleiner werden kénnen, denn falls die Temperatur einer

vertikalen Luftsdule steigt, steigt nicht nur u, sondern auch der Schwerpunkt dieser
Saule.
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Die entsprechenden Bilanzgleichungen fiir = und die verbleibende Kinetische Energie

lauten:

dk K|y
(7-107) o I = - T-+Vv - pv:Vd + V- {T-v) W n

dm
(7-108)  pgg = +TW+pvve - VW 1V-(1I-v) lV-W

Bildet man nun globale Mittelwerte Uber diese Gleichungen, so verschwinden die
meisten Terme: Die Volumenintegrale {iber V- (T-v) und Gber v-W, welches im Rahmen
der Mittelung zu bilden sind, verschwinden wie in Kap. 7.10{a,b} begriindet. Ferner
verschwindet das globale Mittel tber -pV-v, denn dies ist der reversible Anteil von
T--Vv. Der Jrreversible Anteil F--Vv verschwindet natirlich nicht, sondern er
wandelt dberall Kinetische Energie k in Totale Potentielle Energie = um. Eine
globale stationdre Energiebilanz ist also nur dann méglich, wenn das Mittel Gber
pv-V® = gpv, nicht verschwindet, sondern negativ ist, so dal3 die durch Reibung
verlorengegangene Kinetische Energie aus der Totalen Potentiellen Energie wieder
regeneriert wird. Wir fassen die Erérterungen zur globalen Mittelung zusammen:

V{T.v)i=0; VvVW=0 ; -pv.v=20

{7-109) F--w >0 ; pgv, <O

Die erforderlichen negativen Werte Evz < 0 kommen zustande, wenn die absinkende
Luft im Mittel dichter ist als die aufsteigende Luft. Da sich in der Atmosphare
stets negative Dichteschwankungen in positiven Temperaturschwankungen dufern und
umgekehrt, muR also haufiger kalte Luft absinken und warme Luft aufsteigen als
umgekehrt. Die Umrechnung von Dichteschwankungen in Temperaturschwankungen
basiert auf der Zustandsgleichung p = p/RT, wobei Druckschwankungen vernachléssigt
werden kénnen. Das entspricht der Bemerkung in Kap. 3.6(a), wonach isobare Zu-
standsénderungen realistischer sind als isochore, — auch Ende von Kap. 6.4(a).
Eine Zirkulation mit aufsteigender wéarmerer Luft und absinkender kélterer Luft
bewirkt netto ein Absinken des Schwerpunktes der zirkulierenden Luftmassen. Es ist
also eine thermisch direkte Zirkulation. Man findet sie z.B. in der &quatorialen
Hadley-Zelle und an Warm- und Kaltfronten. Die sich nérdlich an die Hadley-Zelle
anschlieRende meridionale Ferrel- Zelle ist zwar thermisch indirekt, kann aber das

negative globale Langzeitmittel von gpv, nicht geféhrden.

Wir haben also die Stationaritdt der global integrierten Energiearten k und =
plausibel gemacht: k nimmt zwar durch Reibung ab, wird aber durch Schwerpunkts-
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Erniedrigung (d.h. durch thermisch direkte Zirkulationen) gefiittert. Dadurch nimmt
die Potentielle Energie ab. Die Abnahme dieses Teiles der Totalen Potentiellen
Energie n wird jedoch kompensiert durch den Reibungseinflurs, d.h. durch die Erhéhung
der Inneren Energie, die ja ebenfalls ein Teil der Totalen Potentiellen Energie ist.

7.10(c) Differentielle Erwdrmung und Energetik

Die Diskussion am Ende des vorigen Kapitels 7.10(b) fdordert kaum das Versténdnis
fir die allgemeine atmosphéarische Zirkulation ("AAZ"): Die Totale Potentielle
Energie kann nur sofange fur den Reibungsverlust der Kinetischen Energie aufkommen,
wie der Schwerpunkt der Atmosphéare sinken kann. Wenn, salopp ausgedriickt, die
gesamte kalte Luft "unten” und die gesamte warme Luft "oben" ist, kann der Schwer-
punkt nicht weiter sinken! Dann fehlt der Antrieb (der "Motor"} fiir die AAZ, sie
" stirbt reibungsbedingt aus. Am Ende liegt natlirlich wieder Stationaritit vor, aber
nicht mehr, weil sich Reibung und Schwerpunkts-Erniedrigung kompensieren, sondern
weil alle Terme der Energiegleichungen (7-107), {7-108) verschwinden. Wenn man
diese beiden Gleichungen zur Gesamtenergiegleichung pde/dt = V-[T-v] - V-W addiert
und die globale Mittelung

V-(Tv) =0 ; VW=0

betrachtet, so ist Uiberhaupt nicht mehr festzustellen, ob sich die Energie deswegen
nicht mehr &ndert, weil sich die Reibungsverluste der Kinetische Energie durch den
Gewinn in der thermisch direkten Zirkulation kompensieren, oder ob die Energie
deswegen konstant bleibt, weil keine Prozesse mehr stattfinden.

Nun ist bekannt, dal der Antrieb fir die AAZ der Sonne zu verdanken ist. Dieser
"Motor" der AAZ muid irgendwie dafiir sorgen, daf der Schwerpunkt auch wieder ange-
hoben wird, so dal3 direkte Zirkulationen dauerhaft moglich sind. In einer naiven
Betrachtungsweise kénnte man argumentieren, daR dies einfach dadurch geschieht, daR
die Sonne die Atmosphare erwérmt, und damit sowohl den u- als auch den ¢- Anteil der
Totalen Potentiellen Energie erhéht, etwa so, wie man sich in einer Art Kammermodell
der Atmosphéare intuitiv veranschaulichen kann:

Sonneneinstrahlung
{u und ¢ steigen)

Die gepunktete Linie entspricht als Obergrenze der Atmosphéare z.B. einer sehr
hochgelegenen Druckflache (z.B. 1 hPa). - Man erkennt sofort, daR zwar die Totale
Potentielle Energie n = u+¢ angestiegen ist, dal’3 sie jedoch nicht in Kinetische
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Energie umgewandelt wird, weil der erwédrmte Zustand keinen Anlal3 zu einer Zirku-
lation gibt, d.h. zu einer Umwandlung der gewonnenen Totalen Potentiellen Energie in
Kinetische Energie. Das Kammermodell hat den gravierenden Fehler, da hier die
Erwdrmung horizontal-homogen erfolgt. Die Atmosphire wird jedoch differentiell
erwarmt, in z.B. &quatorialen Breiten wesentlich starker als in mittleren, und in
polaren Breiten sogar abgekiihlt, weil auch die terrestrische Aussirahlung bertck-
sichtigt werden muf. Die global gemittelte Netto-Erwarmung verschwindet, wie wir
gerade im Anschiluld an Gleichung (7-108) diskutiert haben. Um die differentielle
Erwérmung auch in einem Kammermodell zu beriicksichtigen, miiRte man das obige Bild

folgendermaRen &ndern:

Differentielle Erwdrmung

rd

{regional unterschiedliche Anderung von u und ¢}
Pol

Aquator

Der Hoéhengradient entsteht, weil sich bei Erwérmung nicht nur die Innere, sondern
auch die Potentielle Energie &ndert. Es ist unmittelbar anschaulich, dal? der
differentiell erwérmte Zustand instabil ist und eine Zirkulation auslést, welche die
horizontalen Gradienten von T und der Atmosphérenoberflache (bzw. der 1 hPa-Fléache}
abbaut. Dabei erniedrigt sich der Schwerpunkt solange, bis sich ein neuer
horizontal-homogener Zustand eingestellt hat. Diesen nennt man Referenzzustand. Der
differentiell erwdrmte Zustand ist also dadurch gekennzeichnet, da ein Anteil der
Potentiellen Energie verfigbar ist zur Umwandlung in Kinetische Energie. Diesen
Anteil nennt man Verfligbare Potentielle Energie, ("VPE"). Sie wird in Kap. 7.11
noch ausfihrlich erlautert werden.

Man kann auch sagen, daR die differentielle Erwarmung unterschiedliche Temperatur-
reservoire simuliert, zwischen denen eine atmosphérische Wérmekraftmaschine |&uft.
Die in Kap. 3.9 besprochenen "technischen™ Warmekraftmaschinen unterscheiden sich
von der atmosphérischen nur dadurch, da® die Erwédrmung nicht mehr zeitlich
nacheinander erfolgt, sondern gleichzeitig an verschiedenen Orten {in verschiedenen
Breiten), und dal’ sich die Arbeit nicht mehr in der Bewegung technischer Vorrichtun-

gen wie Pleuelstangen oder Rédern zeigt, sondern in der Bewegung des differentiell
erwarmten Mediums selbst. Die Arbeitsleistung besteht in der Uberwindung der eigenen
Reibungsverluste! Das Grundprinzip besteht jedoch immer darin, daR "dort" bzw.
"dann" erwarmt wird, "wo" bzw. "wenn" das Medium sowieso schon liberdurchschnittlich
warm ist, und dal® an kalteren Orten bzw. in kélteren Zeitphasen gekiihlt wird! Genau
das definiert die differentielle Erwarmung als "Generator von Gegensatzen". Diese
Gegenséaize reprasentieren einen Zustand hoherer Ordnung, also niedrigerer Entropie.
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7.11 VERFUGBARE POTENTIELLE ENERGIE UND ATMOSPHARISCHER
KREISPROZESS

Man kann den Unterschied zwischen den beiden Skizzen des Kapitels 7.10(c) dadurch
charakterisieren, daR im Falle "homogener" Erwérmung zwar totale Potentielle Energie
generiert wird, diese jedoch nicht verfiighar ist zur Umwandlung in kinetische
Energie. Wir hatten diskutiert, daR die totale Potentielle Energie nur solange fur
den Reibungsveriust der kinetischen Energie aufkommen kann, wie der Zustand der
Atmosphéare Mdéglichkeiten flir Schwerpunktabsenkungen bietet. Die dort skizzierte
differentielle Erwarmung schafft offenbar genau einen solchen Zustand. Die
Méglichkeit zur Schwerpunkts-Absenkung ist identisch mit der Méglichkeit, daf sich
ein Anteil der Totalen Potentiellen Energie in kinetische Energie der Strémung
umwandeln kann. Diesen Anteil nennt man Verfligbare Potentielle Energie, abgekiirzt
VPE, (englisch "Available Potential Energy” oder "APE “).

Man kdnnte denken, daB die differentielle Erwérmung den Schwerpunkt des Systems erst
einmal anhebt und so die Erzeugung von Verfiigbarer Potentieller Energie realisiert.
Das ist jedoch nicht der Fall. Um das in der ndchsten Skizze zu veranschaulichen,
modifizieren wir die "schrage” Oberflache in der Skizze zur differentielle Erwéarmung
aus Kap. 7.10(c), und zwar durch folgende Modellvorstellung. Der nérdliche und der
slidliche Bereich der Modellatmosphére zwischen Nordpol (NP) und Aquator {AQ) seien
zunachst durch eine "virtuelle” Trennwand voneinander isoliert. Die Ausgangs- Atmo-
sphére sei horizontal-homogen stabil geschichtet. Durch differentielle Erwarmung,
also Abkihlung im Norden und Erwarmung im Siiden, sollen die Teilschwerpunkte in
beiden Kammern um den gleichen Betrag gesenkt bzw. angehoben werden. So ergibt sich
ein meridionaler Héhengradient, der hier durch die Unstetigkeitsstelle an der
virtuellen Trennwand realisiert wird:

{erwdrmt)
AUSG ANGSHOHE | AUSGAN|GSHOHE
l {gekiihlt)
— n Gesamt
. a -
Geﬁamt . Igriwjvér Lsch\ir(v?r-
SRS pankY pun
| ]
Teil -
schwer
punkt

AQ NP AQ NP
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Wir bezeichnen mit dem Symbol 1 die gesamte im Zweikammersystem enthaltene Totale
Potentielle Energie, also das Massenintegral [[[ dm{¢+u), welches wegen dm = pdz
mit dem Volumenintegral [[[ dz(pg+pu} identisch ist:

T = P+ U

Dieses Integral ist ein MaRB f{ir die Schwerpunktshéhe des System. Wegen der Trennwand
- ist durch die differentielle Erwarmung die Masse in den beiden Teilkammern gleich
geblieben. Daher hat sich auch nicht der Gesamtschwerpunkt gegeniiber dem Ausgangs-
zustand verandert, denn dieser ist der Halbierungspunkt der Verbindungsgeraden
beider Teilschwerpunkte. T ist durch die differentielle Erwarmung nicht geéndert
worden!

- Wenn man nun die Trennwand entfernt, setzt eine Strémung ein und erzeugt den
horizontal-homogen Referenzzustand, in dem offenbar der Schwerpunkt tiefer liegen
mufd als im ebenfalls horizontal-homogen Anfangszustand, so daB T, < T. Der
Uberschu von T gegeniiber T ist gerade die Verfigbare Potentielle Energie, die
wir mit dem Symbol "A" bezeichnen:

(7-110) A = mw-T, ; T = P+U

Die Absenkung des Schwerpunktes ist deshalb méglich, weil sich durch die Strémung
potentiell kaltere Luft unter potentiell wéarmere Luft schiebt und diese dabei
anhebt. Oben flieBt diese wéarmere Luft hinOber zur kalten S&ule, so daR sich ins-
gesamt die Schichtung im Sinne von de/dz > O stabilisiert. Gleichzeitig kommt es
zur horizontalen Homogenisierung der Temperatur. Zum Erreichen der horizontal-
homogenen Temperaturflachen der Referenzatmosphére muBte also erwarmte Luft auf-
steigen und gekOhlte Luft sinken, wie in einer Hadley-Zirkulationszelle {— Kap.
8.1(c}}). In dieser thermisch direkten Strémung fallt natirlich der Schwerpunkt.

Wir bezeichnen den in der Skizze beschriebenen Vorgang der differentiellen
Erwérmung der nichtstrémenden Modellatmosphére als "Phase |" eines Kreisprozesses.
Der nach Entfernung der virtuellen Trennwand einsetzende Stromungsprozel sei die
"Phase ll". In dieser Phase wird die in Phase | entstandene Verfligbare Poten-
tielle Energie (7-110) aufgebraucht, und es entsteht eine horizontal-homogene,
statisch stabile, aber bewegte Referenzatmosphére, die folglich auch Kinetische
Energie ("KE") enthalt. Man kann den in Phase |l erzeugten horizontal-homogenen
Referenzzustand mit seiner verringerten Totalen Potentiellen Energie m > 1, und
der entstandenen KE allerdings nur dann eindeutig definieren, wenn die Strémung
reibungsfrei verlduft, und wenn die differentielle Erwarmung in Phase [l nicht mehr
stattfindet. Diese Prozesse wiirden ja T wieder verdndern! Der Referenzzustand
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entsteht also definitionsgeméf3 aus dem differentiell erwérmten Zustand durch eine
reversibel-adiabatische, also isentrope Stromung.

Zur SchlieBung eines vollstédndigen atmosphérischen Kreisprozesses fehlt noch eine
"Phase IlI". In ihr muR die horizontal-homogene, statisch stabile und bewegte
Referenzatmosphére in die ebenfalls horizontal-homogene, statisch stabile, aber
unbewegte Ausgangsatmosphére Uberfihrt werden. Die in Phase |l notwendige Riick-
verwandlung der Kinetischen Energie in Totale Potentielle Energie ("Dissipations-
phase”) geschieht dadurch, da nun die in Phase Il ausgeschaltete Reibung wieder
eingeschaltet wird, bis die Stromung aufhért und die Reibungswérme den Schwerpunkt
auf den alten Wert angehoben hat. - Mit der Abkiirzung SP fur Schwerpunkt und den
genannten Abklrzungen fiir die Energiearten kdnnen wir das Geschehen wihrend der drei
Phasen des idealisierten atmosphérischen Kreisprozesses folgendermaRen zusammen-

fassen:

Phase / Vorgang SP AT T, A=TI-T, KE

I Differentielle Erwarmung konstant fallt entsteht 0

Il Isentrope Ausgleichsstréomung fallt konstant verschwindet entsteht

lll Dissipation der Strémung steigt steigt 0 verschwindet

in der tatsédchlichen Atmosphére finden alle drei Phasen des Kreisprozesses gleich-
zeitig statt. Wie bereits in Kap. 3.9 festgestellt, wird dadurch das Prinzip einer
Warmekraftmaschine nicht tangiert, da es nur darauf ankommt, daf differentiell
erwarmt wird, und nicht darauf, wo und wann. Das Charakteristische bei der damit
verbundenen Erzeugung von VPE ist nicht die VergrdRerung von T, sondern die
Verkleinerung von T, .

Der Grad der differentiellen Erwarmung eines Augenblickszustandes der Atmosphére
entspricht letztendlich seiner Baroklinitdt, und die zugehérige VPE entspricht dem
in dieser Situation maximal maglichen Schwerpunkts- Absenkung, d.h. dem maximal
mdglichen Gewinn an KE, der durch Homogenisierung und/oder Stabilisierung der
aktuellen Schichtung erreicht werden kann. Synoptische Fallstudien haben ergeben,
dal’ die atmosphéarische KE im Durchschnitt etwa ein Zehntel der VPE betragt. - Die
in der Atmosphére jederzeit stattfindende differentielle Erwdrmung sorgt also dafiir,
dal? das globale Mittel Gber gpv, stdndig negativ sein kann, und somit die ebenfalls
sténdigen Reibungsverluste kompensieren kann.




404 Kap. 7: Strahlung und atmosphérische Energetik

7.12 DIE BILANZGLEICHUNGEN DER VERFUGBAREN POTENTIELLE ENERGIE

7.12(a) Kinetische und Totale Potentielle Energie

Wir berechnen zunéchst den integralen Gehalt der genannten Energiearten in atmo-
spharischen "Einheitssaulen”, d.h. in S&ulen mit der Querschnittsfliche 1 m2. Sei
Ks, Ps, lg die Uber eine vertikale Sé&ule integrierte Kinetische, Potentielle bzw.
Innere Energie:

Ks = [dm v?/2, Pg =[dm ¢ =[dm gz, Ug=dmu
Siule Saule Saule Saule
Bei der Integration Uber die jeweiligen spezifischen Energien einer S#ule der
Querschnittsflache F kann man als Massenelemente dm = pdt horizontale "Scheiben™ der
der Héhe dz verwenden, also dm = pFdz. Flr die Einheitsséule ist jedoch die Quer-
schnittsflache F=1, so dal dm = pdz. Das ergibt die Hohenintegration

(7-111)  Kg = Jdz p v3/2, Pg = [dz p gz, Ug = [dz pu
Sédule Siule Saule

Die Integration verlduft von z=0 bis zur Obergrenze der Atmosphére, die jedoch nicht
durch ein endliches z eindeutig festgelegt werden kann. Wegen der im groRraumigen
Scale giiltigen hydrostatischen Approximation gilt dz = -dp/ge, und man kann bei der
Integration die z-Koordinate durch den Druck ersetzen (p-System, — Kap. 4.3)).
Dabei ist vom Bodendruck p=p, bis p=0 zu integrieren. Offenbar hebt sich die Dichte
heraus, und es gilt

® 2 0.2 Po 2
7-112) Kg = [ ¥V pdz = g ¥ (-dP 1 v g4
| ) Kg gzpz bfoz { g) 9£2 P

® Po

Ps = Jgzpdz = Jzdp

o} 8]

o 1 Po . Po
{7-113} Ug = Jupdz = =~ Judp = =2 [ Tdp

O gO gO

Die Formel fiir Pg wird durch eine partielle Integration umgeformt. zdp = d(zp)-zdu
ergibt

po p Q o0
Ps = [ zdp = zp| ° - [pdz = R [pT dz
0 0 0

11l
denn das Produkt zp verschwindet sowohl an der unteren als an der oberen
Integrationsgrenze (einmal ist z = O, einmal ist p = 0}. Im Endergebnis kann wieder
pdz = -dp/g gesetzt werden. Damit erhalt man




Kap. 7. Strahlung und atmosphérische Energetik 405

R e
0

Offenbar ist der Quotient P;/Ug = R/c, = 0.4 konstant, d.h. die Erhéhung der Inneren
Energie durch Erw&rmung hebt den Schwerpunkt {unter den angenommenen hydro-
statischen Bedingungen) stets so, daR die Potentielle Energie immer 40 % der Inneren
Energie betrdgt. - Die Totale Potentielle Energie g = Ps + Ug in der Einheits-
saule ist wegen R = C,-Cy, gegeben durch die vertikalintegrierte Enthalpie:

Q

O

_ [
Hs =

Po
dp
P rTdp - rhP
g P = Ihg

O~ T

Alternativ 18Rt sich 1y auch durch das Quadrat der Laplace'schen Schallgeschwin-

digkeit ¢2 = kRT = (c,/cy)RT ausdriicken:
Po
Og = (cy/R) [ ¢ dp
0 g
Das fuhrt wegen ¢, /R ~ 2.5, ¢ ~ 300 ms, |v| » 10 ms! zu einem unmittelbaren
Vergleich mit der GréRenordnung der Kinetischen Energie:

po po 2
mg =~ 25 [c23P » 5.903 p Y90 _ 5.90% i,

Eine dritte Alternative besteht darin, Ty als Vertikalintegral (ber die Potentielle
Temperatur auszudriicken:

Po Po k
- S ) [ P ]
Hs“ggpo_ggdpe b
c Po
(7-115) mg = P Jdp pke
gpook ¢]

Nun sollen die Kinetische Energie K und die Totale Potentielle Energie T fir die
gesamten Atmosphére betrachtet werden. Dazu mufR man offenbar alle Einheitsséulen der
Atmosphére aufsummieren, d.h. man muR ein globales Flachenintegral Uber die GréRen
Ks und T bilden:

K=JfdF K¢ und T = JJ dF I.

Mit der Formel fir ein globales Flachenmittel

(7-116) «=(1/F) [JdFa ¢« [[dFa=Fa ; a=ga+a
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kann man offenbar Flachenintegrationen ausdriicken durch Flachenmultiplikationen mit
~ den gemittelten GroBen. Setzt man « = Kg, Iy, so ist zu beachten, daf3 die Saulen-
energien selbst schon Integrale sind:

po 2
73 1
(7-117) K= FKg = gﬂdpgdp}z’_
= C pO
(7-118) nm = Frg = —2F Ir dF [dp pke
gpook 0

Kénnte man die Fidchen- und die Hohenintegration miteinander vertauschen, so kénnte
man K und 0 durch Flachenmittelwerte Gber die Integranden ausdriicken. Die Inte-
gration [[ dF ist allerdings eine Integration Uber alle Langen und Breiten, von
denen die Integrationsgrenze p, natirlich abhangt. Daher ist die Flachenintegration
streng genommen nicht mit der Héhenintegration vertauschbar. Ersetzt man allerdings
approximativ p, durch p,, so ist die Integrationsgrenze unabhéngig von der
Flachenintegration, und man darf doch vertauschen:

po 2 30 =2
1 v F v
7-119) K = = [d dF = = = Jdp —
( ) gg p JJ 5 gg P 5
Po c,F Po
(7-120) T = —2 _[dp [fdFpe = —" _ [dppko
Poo™ 0 9 Poo" 0

Lorenz (195b) hat fir 1 eine alternative Formel hergeleitet, indem er vor der
Vertauschung der Integrationen eine partielle Integration durchfihrte. Zunachst gilt
wegen dpk+1 = dp pk (k+1):

c Po Cp Ps
T = [fdF P kj"dp pke = []dF . dpk+il g
9 Poo 0 g poo (k+1) o}
Die partielle integration nach der Regel [ du v = uv - [ u dv ergibt dann:
Cp Po 8
I = ‘J‘J‘ dF — |: pk+‘1 o) - J" pk+1 doe
g poo (k+1) 4] o0

Durch die partielle Integration ist die Vertikalintegration im p-System in eine
Vertikalintegration im 6-System (Ubergegangen. Will man wieder Flachen- und Hohen-
integration miteinander vertauschen, so muR man Druckmittelwerte auf e-Flachen
bilden. Somit entsteht ein Problem, wenn eine e-Flache den Erdboden schneidet, wenn
also e < e,. Nach der "Lorenz-Konvention"” mul man dann das Druckfeld folgendermaRen
erganzen:

ple) = p,, fallse < g,

Begriindung: p{(e) errechnet sich aus der Gber ¢ liegenden Luft:
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Jas] a (11 a
ple) = - L.de' = - P de’
g 20 o 96
denn die Hohen e < o, liefern keine Druckbeitrage, hier ist p(e) = p(e,) = const:
BO 8C!i a
_Ia_p'de'=_j Poge = 0
o 98 0

Ebenso darf in [ pk*' de die Integrationsgrenze 6, durch O ersetzt werden:

¢, P=Py.6=0 4
T[=j‘j'dF~——k--~——|:pk”9 +J"pk+1d9}
9 Poo“(k+1) p-0,050 o

Ferner gilt pk*' @ — O falls p — 0 und 8 — «. - Beweis: 8 = T pk / pk ,
also pc*t'e =pTp,k— O qg.e.d. Damit verschwindet der ausintegrierte Anteil!
Mit der Lorenzkonvention ist auRerdem die vertikale Integrationsgrenze von der Lange
und der Breite unabhangig geworden, so daR die Flachen- und Hoéhenintegration im
8-System vertauschbar sind: [[dF [de = [de [[dF. Das ergibt

Cp o Co o0
I = JJdF ———— [ pt*'de = ————— [ de [ dF pk+!
9 Poo{k+1) o 9 Poo*{k+1) o
also wegen [[ dF o = F « :
FCp o0
(7-121) ©m = [ de pk+1

9 Poo*{k+1) o

7.12(b) Referenz-Atmosphire und Verfiigbare Potentielle Energie

Die Verfligbare Potentielle Energie A = T-T,, soll nun explizit berechnet werden. Es

soll also einerseits nach (7-121) das Integral [ ds pk+1 gebildet werden. Dazu muB
das Druckfeld in jedem durch die Koordinaten (A,¢,p) gegebenen Punkt bekannt sein.
Andererseits muld das gleiche Integral gebildet werden, nachdem sich das Temperatur-
feld in einer isentropen Ausgleichsstromung horizontal homogenisiert hat. Hierbei
ist de/dt = O, d.h. bei der Umlagerung sind die e-Flachen materielle Flachen, und
die Gesamtmasse oberhalb einer beliebigen e-Flache andert sich nicht. Daher &ndert
sich auch nicht der mittlere Druck auf einer e-Flache, er ist im aktuellen Zustand
und im Referenzzustand gleich:

Pret = ]1: IdF ple} = p = const
F(e) '
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Die Strémung erfolgt also /n den e-Fldchen, und gleichzeitig verdndert sie diese zu
horizontal-homogenen Flachen:
Q(A'@'Z]t) ﬁ G(th)

Zur Berechnung von T, muB also das Integral [ de pk+! mit p = p gebildet
werden. Das ergibt sich fir A = -1,

FCp €0

{7-122) A = —— J‘dg [pk+1 . Ek+1:|
g poo (k+1) o)

Um zu beweisen, daR A > 0 ist, formt man mit Hilfe von p = p+p folgendermaRen um:

k+1 k+1 w oy k+1
k+1 p -
= = p 1 +
p

Die bekannte Reihenentwicklung {1+¢}™ = 1 + ne + n(g;‘l) e+ nm_;z (n-2) €+ ...

k+1

T
[
g=ll

ol T

ergibt mit e = p/ p

m " 2 n 3
k+1
ot 25 e B Lt [P et et [P ]
p 2u p 3. p
Eine Mittelung unter Verwendung von B_"? = 0, sowie unter Vernachlassigung der

kubischen und h&heren Terme ergibt

k+1 _k-1 (k+The w2

29 Poo*

R ® k-1 nl
= —— [de [[dFp p > 0
29 Poo* |
MaRgeblich fiir die VPE sind also Druckschwankungen auf e-Flachen. Diese entstehen
durch differentielle Erwérmung: Die e-Flachen liegen am Aquator niedriger als am
Pol, denn eine bestimmte Troposphérische Druckfliache ist in Aquatornahe "warmer” als
in Polndhe. Die Neigung der Druckflachen relativ zu den s-Fldchen kann auch in eine
Neigung der T-Flachen relativ zu den Druckflachen umgerechnet werden: Lorenz (1955}
hat die in (7-123} enthaltene Vertikalintegration Gber e ins p-System zuriick-
transformiert. Das Ergebnis dieser Rechnung lautet:

Po

Po _
(7-124) A = rqppdF s dp L T2 - EpaplT? - M dm L T2
g o 2 g o 2 Atm 2
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mit dem MaR T flir die statische Stabilitat

o} R

(7—125) r = = - = - — -
T(7i-7g) aT T

Plap- x5 ]

Man kann also die durch differentielle Erwarmung zustandegekommene Baroklinitat auch
durch SchwankungenT" auf Druckflachen ausdriicken, und somit A durch Aufsummierung
aller gquadratischen Temperaturschwankungen auf p-Flachen gewinnen. Formel (7-124)
ist mit (7-119)/(7-117} zu vergleichen. Das fiihrt auf

F
ol

(7-126) K = = [[dF [ dp— = = [dp = JIJ dm L
g ) 2 2

Atm

w
o
I\)|<

7.12(c) Die Bilanzgleichungen

Lorenz (1955) hat auch die Bilanzgleichungen fir K und A hergeleitet. Dabei wurde
z.B. die Kinetische Energie der Vertikalbewegung vernachlissigt. Die Details der
Herleitung, die enthaltenen weiteren Approximationen, sowie auch die Herleitung von
{7-124) aus (7-123) findet man z.B. in v. Mieghem {1973} oder Lange (1976). Mit den
Symbolen r,, fur die horizontale Reibungsbeschleunigung und Q fir die Warmezufuhr
erhalt man

P, P,
7-1277 K = F i m + ETdp T = IS dmowo + SO dmovger,
at g 0 g o] Atm Atm

Py Po . __
7-128) A _ Frgem+E Jap QT = Sffdm wv + IS dm L QT
at g 0 g ] Cp Atm Atm p

Auf den Flachen p=const gilt wv = (R/p) »T. Unter den Voraussetzungen w =0, Q =0,

also auch w=w" und Q = Q", gilt wegen @"T=u"T" und Q"T=Q"T" auRerdem

wo = (R/p) wT = (Rip) o"T" und
{r/c,) QT - (C/c,) Q"T"
Dies kann in die obigen Formeln eingesetzt werden. - Zum Verstindnis der Struktur

dieser Formeln sei noch einmal daran erinnert, da wegen dp/g = -pdz die Kombination
einer Sdulen-Hohenintegrationen mit der Flachenintegration {bzw. Flachenmittelung)
eine Massenintegration mit dem Massenelement dm = -p dz dF ergibt. Die Bewegung
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eines beliebigen Luftteilchens der GroRe "eine Masseneinheit” ergibt nach {7-126)
den Beitrag k = v2/2 zur gesamten KE der Atmosphéare. Die kinetische Energie ist
also eine lokal definierte GréRe. Das gilt nicht fur die Verflgbare Potentielle
Energie: Man erhilt nicht den Beitrag a = (I/2)T"2 zur gesamten VPE der Atmosphire
allein aus der Temperatur dieses Luftteilchens, denn man benétigt die Differenz
dieser Temperatur zur flachengemittelten Temperatur, d.h. den globalen Zustand der
Atmosphére. Das gilt auch fiir alle Terme der rechten Seiten der Bilanzgleichungen,
welche die Gréke T" enthalten. Dennoch stellen wir zur Vereinfachung der Diskussion
und zur Gewinnung eines Anschlusses an die massenspezifischen Formen der Energie-
gleichungen in den Kapiteln 2.2{g} und 6.3 die bisher entwickelte VPE - Energetik in
der Form von Bilanzgleichungen fiir die Beitrdge zu den obigen Massenintegralen vor
{— z.B. v. Mieghem (1973), Lange (1976)):

ak g
at =~ " ©¢-

(7-129) T) a T) k T)
g—? = C+g

(7-130a) k = 4 v2 Kinetische Energie KE

(7-130b) a = - T"?  Verfiighare Potentielle Energie VPE
7

(7-130c) ¢ = - R w"T" Umwandlung ("conversion") zwischen VPE und KE

p
(7-130d} g = g— Q"T" Erzeugung ("generation") von VPE

P

{(7-130e}) d = v-r Dissipation von KE

In diesen Gleichungen erkennen wir die in Kap. 3.10 diskutierten Mechanismen der
atmosphérischen Energetik wieder, wie wir nun schrittweise zeigen. Um den Grad der
horizontal - differentiellen Erwérmung ({als Grad der Baroklinitit) zu quantifi-
zieren, miissen negative und positive Temperaturabweichungen T" vom Flichenmittel
gleichermafen eingehen, was durch das Quadrat von T" in {7-130b) erfolgt ist.

Die Tatsache, daR sich VPE auch in einer Abweichung von der maximal méglichen
Stabilitdt verbirgt, also in einem vertikal-differentiell erw#rmten Zustand, wird
durch den reziproken Stabilitatsfaktor T berlicksichtigt. Die entsprechenden
differentiellen Erwarmungen selbst, die zur Erzeugung von VPE flhren, sind in
{7-130d) durch das Produkt Q"T" gekennzeichnet. Dieses ist positiv, wenn eine
Erwédrmung Q" > O als Nettoeffekt kurzwelliger Einstrahlung und langwelliger
Ausstrahlung mit einer positiven Temperaturabweichung T" > 0 zusammenfallt, oder
eine Abklhlung Q" < O in kilhler Luft (T" < 0) geschieht.
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In {7-130c) finden wir den ausfuhrlich diskutierten Mechanismus des Absinkens kalter
Luft und des Aufsteigens warmer Luft wieder. In beiden Féllen wird die erzeugte VPE
in KE verwandelt, da das Produkt o"T" < O ist.

SchlieBlich beschreibt (7-130e} die in Kap. 7.11 als "Phase llI" beschricbene
Verringerung der KE. Der Term d veridndert nur die KE k, nicht die VPE a, denn durch
d nehmen die Totale Potentielle Energie des aktuellen Zustandes und des
Referenzzustandes gleichermaRen zu.

7.12(d) Die groRturbulente Aufspaltung der Bilanzgleichungen

Die im Gleichungssystem (7-129) mit {7 - 130) verwendeten Abweichungen T" = T-T der
lokalen Werte vom Flachenmittel unterscheiden nicht zwischen den breitenabhangigen
Schwankungen, die durch die meridional -differentielle Erwérmung zustandekommen, und
den Temperaturunterschieden in den Keilen und Trégen der planetaren Rossbywellen,

die l&ngenabhéngig sind und durch barokline Instabilitit unterstiitzt werden. Um
diese Effekte voneinander zu trennen, fiihrte Lorenz (1965) mittels einer der
Flachenmittelung (7-116), & = {1/F) fJ dF a vorausgehenden zonalen Mittelung

(7-131) @ =(1/2n) " dra ; a=a+d

einen "zonalen” und einen "groRturbulenten” Scale ein (Indizes z bzw. g). Fir die

Aufspaltung von k = v%/2 folgt mit v2 = (V+v'}2 = v% + v'2 4+ 2 v-v' :

K = v22 = V2 +v'22 = K + ke

So wie sich die Kinetische Energie k = v2/2 quadratisch aus v errechnet, so errech-
net sich die Verflgbare Potentielle Energie a = I'T"2/2 quadratisch aus T". Analog
zu v =V + v' st also zunidchst die Aufspaltung

T = T (T =T +«T

vorzunehmen. Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus T" = T-T = T-T = T-T=T" und

aus (T")' = (T-T) = T'. Das ergibt die folgende Aufspaltung von a:

a = 1/27T?% = m2T%2+1/2T'%2 = 2, + a

Wieder ergeben die mit F multiplizierten Séulenintegrale dieser GroRen die ent-

sprechenden Massenintegrale: F [ @ dp/g = -F [ & pdz = J[J dm & , a = k;,kq.a,a;.
Atm

Auch fir diese vier GréRen hat Lorenz {1955) Bilanzgleichungen angegeben. Die
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umfangreichen Herleitungen sind in allen Details in Lange {1976) nachzulesen. Das
Ergebnis lautet, in einem EnergiefluR - Diagramm zusammengefalt:

_— I T“2 5 1 VZ 5

Lot | 2 Rt 2 Vi T

c, p
ltA(s.u.) ltK(s.u.)

— r 2 > 1 2 4
T v

TaT | 2 gw'T' Z LT

P

Alle Angaben in diesem Diagramm beziehen sich auf die Beitréige der Masseneinheit zu
den globalen Integralen. Das zugundeliegende Gleichungssystem lautet:

(7-132)

mit

(7-133a,b}

(7-133c.d)

{7-133e,f)

(7-133g,h)

- (7-133i,j)

(7-134a)

(7-134b)

ok,

at

at

da,

I

dag

ot

c, + ty -
“CZ - tA +
= —CE + tA +
T -2
5 T
- .g 5 T"
FC ot
P
Vh'Fh
. , aTll
I'T'v 3y
L, [ ov
- VRV [

dz

%

9z

9
ke = ; v?
ag = % T'?
Cg = - g w' T
% =g QT
de = Vi 1y,

- 1T | % - p_fj.;
tan ¢ -
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- 7.13 ZUR KLIMATOLOGIE DES LORENZ'SCHEN ENERGIEZYKLUS

Die Diskussion dieser Gleichungen erfolgt mit Ausnahme der Transferterme t, und t;

4

in Analogie zur Diskussion des Systems (7-129) mit {7-130).
1) Die Kinetischen Energien (kz,kg)

k; beschreibt die Kinetische Energie des zonalen Grundstromes, k; enthalt die
Kinetische Energie, die in den Abweichungen des groRrdumigen Windes vom zonalen
Mittel enthalten ist, d.h. insbesondere in den rotierenden Strémungen der Tief- und
Hochdruckgebiete. Die synoptischen Wirbel und alle sonstigen Abweichungen vom
zonalen Windmittel werden auch als GroRraumturbulenz bezeichnet. Der Index "e" soll
an das englische Wort "eddy" flir "Wirbel" erinnern. Wegen v2 = ¥ + v'Z + 2 v.v’
gilt k=k,+kg. Bereits nach einer Zonalmittelung ist jedoch k durch die Summe aus k,
und kg gegeben.

2) Die Verfigbare Potentielle Energie und ihre Erzeugung (a;.a;,05,9g)

Wegen T = T" beschreibt a; die "zonale VPE", die durch das Quadrat der zonal-
gemittelten Temperaturschwankungen (als Abweichungen vom Flachenmittel) gegeben
ist. In a;, verbirgt sich also die VPE, die durch meridional-differentielle Er-
warmung entstanden ist. Genau diese Erzeugung von zonaler VPE wird offenbar durch
den Term g, beschrieben. Der Term g dagegen beschreibt eine zonal-differentielle
Erwérmung, z.B. durch ein Uberwiegen von Kondensationswirme in den wirmeren Ge-
bieten einer planetaren Welle. g; ist allerdings in der Summe (iber die ganze Atmo-
sphare wesentlich kleiner als der Term g,. Klimatologisch gilt g « g;! Der
grofdturbulente Anteil ar der VPE ist darauf zurickzufGhren, daR auch in Zonal-
richtung Baroklinitat vorliegt, was durch die quadrierten Temperaturschwankungen T'
auf Breitenkreisen ausgedriickt wird. Auch fir die VPE gilt a=a,+ag, aber a=a,+ag.

3) Die Energie-Umwandlungen {c, und cg)

Die Umwandlung zwischen der KE und der VPE wird im zonalen Scale durch ¢, beschrie-
ben, also durch das Produkt der zonalgemittelten Vertikalgeschwindigkeiten und
Temperaturschwankungen. Das in Kap. 7.11 diskutierte Absinken von relativ kalter
Luft und das Aufsteigen von relativ warmer Luft wird hier /im zonalen Mitte!
beschrieben, d.h. -» und T  sind entweder beide negativ oder beide positiv, so dal3
c; > O gilt und a, in k; umgewandelt werden kann. Das gilt allerdings nur flir die
Hadleyzellen am Aquator und an den Polen. Die dazwischenliegenden Ferrelzelien auf
beiden Hemisphéren sind keine thermisch direkten Zirkulationen. Hier wird im zonalen
Mittel kalte Luft gehoben und warme abgesenkt, so daR ein Beitrag zu eine Schwer-
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punktsanhebung und zu ¢, < O geleistet wird. In der Summe aller zonalgemittelten
Zirkulationszellen ergibt sich ein ¢; > 0, welches allerdings vom Betrag her wesent-
lich geringer ist als das Gesamtintegral Uber ¢ > 0. Klimatologisch gilt ¢, « cg!

Die groRturbulente Umwandlung c; von a in kg geschieht hauptséchlich an den
Warmfronten, wo warme Luft im Sinne von T'>0 gehoben wird (-»'>0), und an den Kalt-
fronten, wo kalte Luft T'<Q absinkt {-w'<0).

4) Die Dissipation der Kinetischen Energien (d,,dg)

Die oben aufgestellten Behauptungen g, » g in 2) und ¢ » ¢, in 3) (im klimato-
logischen Mittel) sind durch datenorientierte kiimatologische Studien wie z.B.
Dutton und Johnson (1967} belegt. Fir g; und ¢; werden meist Werte von mehr als
5 Watt pro m? angegeben, fir g und ¢, dagegen wesentlich weniger als 1 W/m2.
Die gleichen Studien ergeben fir die Dissipation die Beziehung d¢ » d, , wiederum
mit den gleichen GréRenordnungen. Die VPE wird also hauptsichlich durch eine

differentielle Erwérmung im zonalen Scale erzeugt, ihre Umwandlung in KE und die
"anschiieBende Dissipation geschehen jedoch hauptséchlich im groBturbulenten Scale.
Erzeugungen sind in der zonalen Skala wirksamer als in der groRturbulenten Skala,
bei den Umwandlungen und Dissipationen ist es umgekehrt. Im EnergiefluRdiagramm

9z az Cz kz dz

9e Ae Ce Ke de

mul folglich auch t, » t¢ sein! Die klimatologische "HauptfluBrichtung"” im Lorenz' -
schen Energiezyklus ist also g, — t, — ¢ — d;. Insbesondere ist die durch den
Transfer t, beschriebene Barokline Instabilitdt energetisch wesentlich wirksamer
als die durch t, beschriebene Barotrope Instabilitdt (s.u., Punkt 5) und 6}).

5) Der Transfer der Verfiigbaren Potentiellen Energie (t,)

Die Terme t, und t¢ beschreiben keine Umwandlungen zwischen Energiearten, sondern
einen Wechsel zwischen der zonalen und groRturbulenten Skala der jeweifigen Energie-
art VPE bzw. KE. Einen solchen Vorgang nennt man Energietransfer. Wir hatten bereits
in Kapitel 2.2(g) vom Transferterm F--Yv zwischen der KE der hydrodynamischen
Stromung und der KE der Molekularbewegung gesprochen. Dort handelte es sich also um

einen Wechsel zwischen der hydrodynamischen und der molekularen Skala. Die mole-
kularen Schwankungen verbergen sich im Navier-Stokes'schen F - Anteil des Spannungs-
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tensors ¥, und diese Schwankungen werden multipliziert mit dem Gradienten der
hydrodynamischen Strémung. Diese "Transferform" ist uns auch sehr hiufig in Kap. 6
begegnet, als Austauschprozesse der KE zwischen der synoptischen, mikroturbulenten
und molekularen Skala.

Hier haben wir es mit einem Austausch der KE und der VPE zwischen der zonalen und
der grof3turbulenten Skala zu tun, und die "Transferform" ist auch in den Formeln
- (7-134a) und (7-134b) wiederzuerkennen: In t, werden die groBturbulenten Schwan-
kungen T'v, mit dem meridionalen Gradienten aT"/ay eines Zonalmittelwertes multi-
pliziert, sowie die Schwankungen T's' mit dem vertikalen aT"/ap. In t; sind ent-
sprechend die Schwankungen v,v; bzw. vi»" mit den Gradienten v /3y bzw. 8v /ap
verknipft. Der dritte Term in (7-134a) ist eine Folge des p-Systems als Vertikal-
koordinate, der zweite Term in der eckigen Klammer von (7-134b) ist eine Folge der
hier verwendeten spharischen Horizontalkoordinaten, {— Anhang B.1, — auch Lange
{(1976})). Die jeweils ersten Terme von t, und t,, also die Produkte eines
meridionalen Warme- bzw. Impulstransportes mit dem meridionalen Gradienten des
jeweiligen zonalen Mittels, Gberwiegen alle weiteren Terme bei weitem. Das liefert
auch eine Erklarung fiir die zu fordernden Mittelwerte t, » 5 W/m2 » t,. - Den
Horizontalanteil von t,, {7-134b}, kann man mit 8/8y=58/rd¢ so umformen, daR der
meridionale Transport von Impuls als Transport von Drehimpuls erkennbar wird:

T 1,1 avx tan [/ ¥ ] 8 v)(
(7"'134b ) tK,HOf = = VXV\/ |: W + T VX] = - (Vx rCOS(P) VV W |: m ]
Hier ist rcose = | der Abstand von der Erdachse. Es handelt sich also im Horizon-

talanteil von @um den meridionalen Transport von spezifischem zonalen Drehimpuls
rcose v, = | v, mit der Transportgeschwindigkeit v, , multipliziert mit dem Meri-
dionalgradienten der Winkelgeschwindigkeit v,/{rcose) = v /I.

In t, sorgt das eindeutige meridionale Temperaturgefalle nach Norden dafiir, daf3
stets aT"/ay < 0 ist. Der im zonalen Mittel positive Faktor T'v, > O beschreibt
den durch barokline Instabilitat ausgeldsten meridionalen Wéarmetransport nach
Norden. Somit ist das Produkt beider Terme negativ, und tpy, = - T'T'vy aT /oy
ist als Uberwiegender Anteil von {7-134a)} im Mittel positiv. - Dal somit a; in a
transferiert wird, ist auch physikalisch verstandlich: Der meridionale Wé&rmetrans-
port baut den meridionalen Temperaturgradienten und damit a; ab. Da aber der Warme-
transport von den baroklinen Wellen, in denen die Temperaturwelle und die Héhen-
welle phasenverschoben sind, gewissermafen "zungenférmig” vonstatten geht, werden
Temperaturgegensétze auf Breitenkreisen verstérkt, und damit a;. Die folgende Skizze
(— auch Skizze und Diskussion in Kap. 4.8) veranschaulicht, wie durch die genannte
Phasenverschiebung im Mittel ein Wérmetransport T'v, > 0 nach Norden entsteht:
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7Y 7 DY
T < - N

Vy': >0 <} =0 <{)

Falls die Temperatur- und die Hohenwelle in Phase wire, ware die Meridional-
komponente v,’ des geostrophischen Windes stets auf der linken Hélfte einer T'>0 -
Halbwelle positiv und auf der rechten Halfte negativ, und es kadme kein zonal-
gemittelter meridionaler Warmetransport zustande. Entsprechendes gilt flr die
negative T-Halbwelle. Da jedoch die Phasen der Druckwelle vor (6stlich} der Tempera-
turwelle liegen, vergréRern sich die Bereiche, in denen T' und v, das gleiche
Vorzeichen haben, so daB im Zonalmittel T'v, > O ist.

6) Der Transfer der Kinetischen Energie 1y

Der Integrand t, (7-134b) fir den mittleren Transfer von KE enthédlt den von
Vorzeichen her ebenfalls weitgehend eindeutigen Term v,v, > 0. (Der meridionale
Impulstransport nach Norden wird von den typischen "nachschleifenden™ Trégen der
planetaren Wellen bewirkt, — nachfolgende Skizze). - Andererseits wechselt der
Faktor von v,v;, der Meridionalgradient dv,/dy, héaufiger sein Vorzeichen, weil es
mehrere Westwindbénder geben kann. Daher ist im Mittel t, » t,. Synoptisch - klima-
tologische Studien ergeben sogar schwach negative Werte von t,, so daB k;, im Mittel
von k. "geflttert” wird. Ein solcher Transfer von kleinen zu groRen Skalen auch
zwischen hydrodynamischer und molekularer KE wére eine negative Reibung! Daher wird
in der englischen Literatur der Befund t, < O haufig als "negative viscosity

effect” bezeichnet.

/N N
x|

Ohne Achsenneigung ist offenbar im Mittel v,v, = 0. Die Druckwellen zeigen jedoch

meistens eine Achsenneigung von SW nach NO und ergeben im Mittel v,v, > O:
v, =0 — wvi=v, ; v, 20 o vi=v, -V,

Dort, wo v, = v, > O gilt, ist v, > v, — v, >0

1 T
— Vv, >0

Yy X
Dort, wo v, = v, < O gilt, ist v, <V, — v <0
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Die baroklinen Wellen leisten also nicht nur einen groRturbulenten Warmetransport
nach Norden, sondern auch einen nach Norden gerichteten groRraumigen Transport von
zonalem impuls. - (7-134b'} fiihrt zu einem &quivalenten Resultat.

7.14 ENERGETIK DER FLACHWASSER-ATMOSPHARE

Die in den Kapiteln 7.11 bis 7.13 dargestellte Energetik der baroklinen Atmosphére
ist nicht auf die in Kap. 3.2 beschriebene barotrope Flachwasser - Atmosphiére
anwendbar. Eine Temperaturerhéhung von Wasser duf3ert sich bekanntlich nur sehr wenig
in einer Dichtednderung und damit in einer Vertikalverschiebung des Schwerpunktes
und in einer Anderung der Potentiellen Energie: Bei 0°C hat Wasser eine Dichte von
p = 0.999 gcm?3, bei 20°C ist p = 0.998 gem3. Aufgrund der Dichteanoamalie liegt
bei 4°C die groRte Dichte p = 1 gem™ vor. Das Flachwasser - Model/ idealisiert
diese Verhéltnisse durch die Annahme einer Dichte - Konstanz, in der die Temperatur-
abhangigkeit der Wasserdichte vdllig vernachlassigt wird. Daher ist die Potentielle
Energie nicht wie im baroklinen Fall (— (7-113/114}} an die Innere Energie
angekoppelt.

Dennoch soll sich die Beschreibung der Flachwasser-Energetik so weit wie moglich an
das Vorgehen in Kap. 7.12 aniehnen. Die Saulenintegrationen (7-111) gelten auch
hier. Die Integration verlduft von z=0 bis zur Obergrenze der Atmosphéare, und diese
ist durch z=H eindeutig definiert. Man erhalt somit flr Energien der Einheitssaule
der Flachwasser - Atmosphére, wiederum unter Vernachlassigung der Kinetischen
Energie der Vertikalbewegung:

H
7-135 Ke = [Yodz = Hp L
{ ) s. gzp 92
H H2
(7-136) Py = [gzpdz = gp -
0]

Zur Vereinfachung der Schreibweise haben wir mit v und Vv die entsprechenden zwe/-
dimensionalen horizontalen Vektoren bezeichnet. Da der Horizontalwind und die
Temperatur von der Héhe nicht abhéngen, und da die Kinetische Energie von v, ver-
nachlassigt wird, konnte hier die vertikale Integration explizit durchgefiihrt
werden. Das war bei der baroklinen Atmosphare nicht mdglich. Das ist der tiefere
Grund dafdr, daf® wir dort statt der Vertikalintegrale nur Beitrdge der Masseneinheit
zu den Integralen diskutiert haben. Die Innere Energie wird hier nicht beriick-
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sichtigt, da sie nicht an die Potentielle Energie gekoppelt ist und in den nun

herzuleitenden Bilanzgleichungen keine Rolle spielt.

Wir wiederholen hier die Flachwassergleichungen aus Kap. 3.2, wobei wir zur

Vereinfachung der Symbolik in den nachfolgenden Rechnung v, = v setzen:

(7-137) ¥ i voww = - fke - gvH
(7-138) % +V-[Hv] = O

Aus {7-137) folgt nach Skalarmultiplikation mit v:

2 2
(7-139) g—t {‘2’—] - - v-v[‘z"—} _ gv-vH

Das ergibt mit {7-138) firr die Ableitung von Kg/p = Hv2/2:

2 2
18—KS = H [-v-v["—] ~gv-VH} +—§-[—V-[Hv]]

p 9t 2
2 2 2 2
_ - v-[v H;—] + X 0-[HV - g v-v[';—} - L V1)
Die Ableitung von Pg/p = gH2/2 ergibt:
8P
lf - gH[-V[HI] = -gH[HVv+vVH]
fo]
= -2g—Vv - V| =
95 Vv -ovy | o]
H2 H2
= -0 —V¥- - . —
95"V - gV Vo]
Das a3t sich zusammenfassen zu
aK
(7-140) gt_s = -V [vKg] - vV Pg
8PS -
(7-141) 2 = -V [vP] - Pg Vv : mit (— {7-135,136))

vZ
(7-142) K = Hp 3

(7-143) Py

I
le}
)

|\J|:|:
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oder alternativ

aKq

(7-144) = = - V[ ViKg+Pg) ] - Pg Vv
oP

(7-145) at—s =-2V-[VPg] + vV Pg

(7-140,141) stellen die zeitliche Anderung der Gber einer Einheitsfliche vertikal-
integrierten Kinetischen bzw. Potentiellen Energie dar als Divergenz eines entspre-
chenden konvektiven Transportes und durch Quellterme, die sehr anschaulich sind:

-V-VPg = -gpH v-VH in (7-140) beschreibt den Verlust bzw. den Gewinn der Kineti-
schen Energie durch Arbeit gegen den Druckgradienten bzw. durch Arbeit des Druck-
gradienten, (vergl. mit der Isotachengleichung (3-22), av/at = -1/p 3p/3s !)

- PgV-v in (7-141) beschreibt den Verlust bzw. den Gewinn der Potentiellen Energie,
der eintreten muf3, wenn die Stromung der inkompressiblen Flissigkeit divergiert bzw.
konvergiert.

Die beiden Quellterme ergeben in ihrer Summe den Divergenzterm V-{vPg), der im
Flachenmittel verschwindet, so dals die Quellterme als Umwandlungsterme interpretiert
werden kénnen und die Gesamtenergie K+P erhalten bleibt.

Eine direkte lokale Umwandlung zwischen Potentieller und Kinetischer Energie
innerhalb der Einheitsséule wird formal durch die Gleichungssysteme (7-140,145) oder
auch {7-141,144) beschrieben. Allerdings tritt dann in der lokalen K-Bilanz neben
der Transportdivergenz von K auch eine solche von P auf, bzw. in der lokalen
P-Bilanz tritt die entsprechende Transportdivergenz doppelt auf. Energieumwandlungen
innerhatb der Saule sind also nur mdglich, wenn gleichzeitig Energie exportiert
wird.

Zur Herleitung der Haushaltsgleichungen fiir K und P mitteln wir {7-140) und (7-141)
zonal. Das Vorziehen aller Konstanten ergibt:

(7-146) %;ﬁz :_t[:-lgf]= —v-[Hv;i]-v-vg—z
(7-147) ;—gz—fs= g—t[gf] - _v-[vfz‘f] -g—zv-v

Nach (7-143) ist die Potentielle Energie zweifach, nach (7-142) ist die Kinetische
Energie sogar dreifach nichtlinear. In der Turbulenztheorie {(Kap. 6.3) haben wir die
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spezifische Kinetische Energie v2/2 gemitteit. Diese ist quadratisch und ergab
daher eine Aufspaltung in die Kinetische Energie der mittleren Strémung und der
turbulenten Strémung:

v2/2 = v22 + v'2/2

Die Advektion dieser GréRe bereitete als dreifach nichtlineare Bildung einigen
rechnerischen Aufwand {— Kap. 6.3). Hier ist wegen der Integration Uber die
S&ulenhdhe bereits die Kinetische Energie dreifach nichtlinear, und deren konvek-
tiver Transport ist nun vierfach nichtlinear und &uRerst kompliziert zu handhaben.
Wir verwenden die Hilfsformeln

_— 2

o 2

(7-148) a9’ = a7y + 2a'7 v + o3 d.h.
TN -2 -
a (¥ -7'") = ay + 2o’y y
2 ———2 |'|_2 D |2 T |2
(7-149) aey =acy + a'e ¥y +oacy' +a'e y
- - LI} — ' - ||2 - |12
+2ayey +2eqyoa'y +vea'y’ +ac'y
Beweise:
2 - |_2 | R l2
«y =fle+a'Hy +25y+9"7)
_ _2 — - . — 2
=0 ¥y + o 3"2 + 2y a'y’ oc",ar'2 mit « 3'2 + oc'ar'z =a vy
2 —_ _— 1 17 r_v _2 | Bl !2
cey = (ae+ae +a'e+a'e My +297+9'°)
-2 —— .2 - — -
= oey +ace +2aye'y +ace'y
_ 2

2
.- . 2 . . .
Zusammenfassung der 4 Terme in ¥ bzw. in ¥'° einerseits sowie der 4 Korre-
lationen von ¥ mit « oder £ andererseits vervollstdndigen den Beweis.

Diese Hilfsformeln werden auf {(7-146} und (147) angewendet und ergeben eine
Gleichung in zonalgemittelten GréfRen und in "groRturbulenten"” Schwankungen:
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(7-150)

J— s _2 —_— |l2 l2 N |2 |2 N P
V-{HV%+H'V'%+HV)2'—+H'V'2—+HV'§ +VHYS + HVv'v

vi + vv H'V'

-VVEI—— v-V;'z— vV -VH' v
{7-151})
o ﬁ- ;FE _.VZ v'2 _ ﬁQ B le _
a_t[2_+2_ ] =—v-[H2—+H2—+H'v'-v -5 Vv - V-v - HH'W'
Die linken Seiten von (7-150) und (7-151) legen nahe, ES und ES nach fo!gen"éfn R

Definitionen in zonale Anteile (Index Z) und groRturbulente Anteile (Index E)
aufzuspalten. Wegen der zusétzlichen Indizes verzichten wir fortan auf den Index
"S" zur Kennzeichnung der Einheitssdule:

_ 2 —2 T 7 S
(7-152) K = pH Y= pH§—+p[H¥—2-+H'V'-V}=: K, + K¢

I
(]
R

)

I
[{e}
k)

NI,

+
(=}
ke)

™

Il
N-U

+
m-U

{7-153} P

P; und K, enthalten nur Zonalmittelwerte, P, enthalt nur Schwankungen der Feld-
groBen. Wegen der dreifachen Nichtlinearitdt der vertikalintegrierten Energie K
tauchen bei der Aufspaltung (7-152) auch Mischterme aus Mittelwerten wnd
Schwankungen auf. Diese wurden in den obigen Definitionen als Beitrag zu K;
gewertet. Numerische Experimente mit dem in Kap. 3.16 beschriebenen Modell zeigen
jedoch, dafd die Mischterme kilein sind und vernachléassigt werden kénnen.

In welcher Weise sind nun die rechten Seiten von {7-150} und (7-151) auf die zonalen
und grofsturbulenten Haushaltgleichungen von K bzw. von P zu verteilen? Haushalts-
gleichungen von K, bzw. von P, gewinnt man mit Hilfe der gemittelten Gleichungen
{7-137) und (7-138):
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_ —2
(7-154) N v W-tkw - gWH — LY _ Yy - gv-vH
ot at 2
(7-155) H | v.[Hv]
i at :
also mit v'-¥(v'-v) = V:V.W' + V'V .-V
5 V2 Y —
(7-156) . -v-v-WW - v-v -V - gv-VH
_2 - _
=—vv72~—v Vv’ v)—vv -Vv - gv-VH
(7-157) %':_ - -V HV] - VHYV

Damit erhdlt man die gesuchten Haushaltsgleichungen:

1 8K v — a3 v¢ v%aH
%z _ 8 gV | o gAY (v H
p 8t at 2 at 2 2 t
— " VZ -
=H[—v—\72——v V{v'-v} - viv' Vv-gvVH]

—2 - — e
+ ‘2’— [ - ¥ [Hv] - V-H'V' ]

1 oK o2 22
(7-158) ;ﬁz - v-[FI v%-—} _HVY Vv ) - ‘2’_v-H'v'

02
-Vvv W - gv-v g— und analog

Il
|
T
| —
<3
T
=
|
«}
T
<
e 1
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Wegen der Kleinheit der Mischterme aus Mittelwerten und Schwankungen in den
Gleichungen {7-158) und (7-159) fiir K; und P;, aber auch in {7-150) und {7-151) fir
K'und Z, kann man aus diesen vier Gleichungen sofort die Gleichungen fiir K.=K-K, und
Pe=P; gewinnen. Das folgende Diagramm faf3t die resuitierenden Gleichungen zusammen
und ist mit dem entsprechenden baroklinen Energiefiu® - Diagramm in Kap. 7.12(d) zu
vergleichen:

_ 2
H , 1052
- -2 P, = - K; =5 HV >
G, z =97 2 22 D,
Cz—-g-z-v‘v
Ty =|- gv'H’ vH T =|- v'v' -V
H'2 152
--G‘—> pE=g_2_ — —> KE—ZHV --D-—>
E E
CE =‘g-|.2-I—V'V

Die Erzeugungs- und Dissipationsterme sind hier gestrichelt gezeichnet, da sie in
barotropen reibungsfreien Modellen verschwinden. Der Vergleich mit dem entspre-
chenden baroklinen EnergiefluR - Diagramm wird noch enger, wenn man beachtet, da in
der Flachwasser - Atmosphére A =P sowie A, = P, und A; = P. gilt. Das liegt
daran, dal® die Definition (7-110), A = T - 0,4 der baroklinen Verfligbaren
Potentielien Energie wegen der energetischen Inaktivitdt der Inneren Energie der
Flachwasser- Atmosphére lbergeht in die Formel

=2
(7-160) A = P-Pg mit Pet = gp H/2 = const

Das folgt aus (7-138}, oH/6t + V- [Hv]l = 0 — 8H/at = O (flachengemittelter
zweidimensionaler Gaul}'scher Satz), sowie aus (7-143), P = gp HZ/2.

Der Wert dieser Herleitung der "barotropen ‘Energetik” liegt zum Einen in dem nun
moglichen Vergleich mit der baroklinen Energetik. Dort wurden energetische Grélen
der Einheitsmasse bestimmt, statt wie hier der Einheitssdule. Dadurch vermied man
bei der Kinetischen Energie die Probleme der dreifachen Nichtlinearitit. Allerdings
blieb die {"Totale") Potentielle Energie linear, und sie war einer Aufspaltung nach
zonalem und groRturbulentem Anteil nicht zugéanglich. Die Nichtlinearitat entstand
dort erst durch das quadratische Glied einer Reihenentwicklung der Differenz in
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(7-122), in der anschlieBend noch mannigfache Approximationen notwendig sind. Der
Vorteil der Integrierbarkeit verkehrt sich jedoch in einen technischen Nachteil,
wenn man die grofRturbuiente Aufspaltung K=K,+K; in Angriff nehmen will. Da K
dreifach nichtlinear in H und v ist, und die entsprechende Transportdivergenz
vierfach nichtlinear, erfordert die barotrope Energetik die Hilfsformel (7-149),
wodurch sie "schwieriger” zu handhaben ist als die barokline Energetik.

Ein zweiter Wert der "barotropen Energetik" besteht darin, die I[ntegration des
Flachwassermodells, welche in Kap. 3.15 und 3.186 dargestellt wurde, durch numerische
energetische Diagnosen testen und zu interpretieren zu kénnen. In Kap. 6.8 wurde
~ dariiberhinaus dem Flachwassermodel eine untere Reibungs - Grenzschicht angekoppelt,
mit dem Ergebnis, da® das Modell nun eine Senke fir die Kinetische Energie erhalt.
Im obigen EnergiefluBdiagramm erhalten damit die gestrichelt gezeichneten Dissi-
pationspfeile Realitdt. Die Energie-Erzeugungsterme fehlten jedoch noch immer. Wir
konnten trotzdem die Reaktion der Grenzschicht studieren, weil ihre Response-Zeit
nur 16h betrégt, wéhrend die Response-Zeit der Freien Atmosphéare etwa zwei Tage
dauerte.

Ein dritter Wert des Studiums der "barotropen Energetik” besteht darin, den Weg zu
weisen, nun doch die Erzeugungsterme im obigen EnergiefluRdiagramm ebenfalls zu
"aktivieren", so daf® man die in den Kapiteln 6.8{(a) und 6.8(b) durchgefiihrten
Studien {ber den Zeitraum der Reaktionszeit der Freien Atmosphére hinaus verlangern
kann (Lange {1995)).

Das folgende Schemabild soll verdeutlichen, wie die in Kap. 7.11 beschriebene
Schematisierung der Ablaufe fur das Flachwassermodell zu modifizieren ist.
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Der wesentliche Effekt bei der baroklinen Erzeugung von VPE war nicht eine Anhebung
der Potentiellen Energie P des aktuellen Zustandes, sondern eine Absenkung der
Potentiellen Energie P, des Referenzzustandes {Phase 1 des in Kap. 7.11 beschrie-
benen idealisierten atmosphérischen Kreisprozesses). Im Flachwassermodell kann wegen
der "fehlenden Thermodynamik"” dieser barokline Grundmechanismus des Antriebs der
Atmosphdrischen Zirkulation nicht nachgebildet werden.

Andererseits zeigt die Skizze des Zweikammersystems, dal man Verfligbare Potentielle
'Energie auch gewinnen kann, wenn man die "stdliche" Erwarmung durch eine Zufuhr von
Masse, und die "nérdliche” AbkiUhlung durch einen Entzug von Masse ersetzt. Dabet
wird nicht P.; erniedrigt, {P ist ja konstant), sondern P erhdht, was wegen
(7-160} ebenfalls zu A > O flhrt. In der Skizze kommt das dadurch zum Ausdruck, daf
der Gesamt-Schwerpunkt in der Phase | nicht mehr unbeweglich ist, sondern dal3 er
nach "links oben” gewandert ist. Im Unterschied zum barokiinen Energiemodell wurde
hier in Phase | die Gesamtenergie des Systems tatsachlich verandert! - Wahrend der
Massenumverteilung in Phase Il wird nun der Schwerpunkt wieder gesenkt und Kine-
tische Energie gewonnen. Der Gesamt- Schwerpunkt wandert wieder an seinen urspriing-
lichen Ort zuriick. Dennoch ist die in Phase | eingebrachte, gegenitiber dem Ausgangs-
zustand (iberschiissige Energie noch vorhanden, und zwar nun als Kinetische Energie.
Um in einer Phase Ill den KreisprozeR wieder zu schlieRen, reicht ein "normales”
reibungsfreies Flachwassermodell nicht aus, da es, einmal angestofRen, sténdig
"weiterlauft” und nur durch einen Eingriff von aulien wieder in den Ausgangszustand
zurickzubringen wére. Das energetische Prinzip 188t sich nicht durch eine
Idealisierung zu einem zeitlich nacheinander ablaufenden Kreisprozel® verdeutlichen.

Die beiden bisher besprochenen Phasen der "barotropen Energetik" entsprechen einem
Modell, welches zwar Antrieb enthélt, jedoch keine Reibung. Umgekehrt wurde in Kap.
6.8(a) ein barotropes Zweischichtenmodell vorgestellt, welches zwar Reibung enthalt,
jedoch keinen Antrieb. Es bietet sich also an, die beiden Ansétze zu verbinden. -
Zwar kann im antriebslosen Modell wegen des groRen Unterschiedes zwischen den
Responsezeiten von Reibungsschicht (ca. 16h} und Freier Atmosphére (ca. 2-3 d} die
Grenzschichtsteuerung gut zwei Tage lang untersucht werden. Dann allerdings fiihrt
der Rlckkopplungseffekt von der Reibungsschicht zur Freien Atmosphére als nicht-
lineares "Ekman Pumping” zu einem merklichen modellinternen Abbau des meridionalen
Héhengradienten. Es kommt also zu einer meridionalen Massenumverteilung und zur
Verringerung der Kinetischen Energie.

Zwar steht im barotropen Kopplungsmodell die differentielle Erwérmung als Antrieb
nicht zur Verfigung, jedoch wurde in Lange {1996} das in Kap. 6.8(a) beschriebene
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Modell mit einem "Ersatzantrieb” durch kontinuierliche zonale Massenumverteilung
versehen, welche den modeliinternen Abbau des meridionalen Héhengradienten ver-.
hindert. Somit konnten 2z.B. die frontentypischen Vertikalwindfelder (ber noch
langere Zeitrdume studiert werden. Dieser barotrope Modellantrieb entspricht gerade
der soeben beschriebenen Phase | der idealisierten, nach KreisprozeR-Zyklen
getrennten barotropen Energetik des "normalen” Flachwassermodells. Darliberhinaus
fohrt die Idealisierung des gekoppelten Reibungs - Modells nun doch zu einer
SchlieRung des Kreisprozesses durch eine Phase lll, in welcher die Gberschiissige
Kinetische Energie durch nichtlineares "Ekman Pumping” wieder verschwindet.

Der Unterschied zwischen dieser barotropen Energetik und der in Kap. 7.11 beschrie-
benen baroklinen Energetik erschlief3t sich auch durch einen Vergleich der am Ende
von Kap. 7.11 angegebenen Tabelle der einzelnen KreisprozeR-Takte:

Phase / Vorgang SPAT T A=T-T, KE

I Differentielle Erwarmung konstant fallt entsteht 0

I isentrope Ausgleichsstrémung fallt konstant verschwindet entsteht

Il Dissipation der Strémung steigt steigt 0 verschwindet

mit einer entsprechenden Tabelle flir das idealisierte, mit Antrieb und Dissipation
versehene barotrope Zweischichtenmodell (Lange (1996}}):

Phase / Vorgang SP AP P, A=P-P_; KE
I Massenumverlagerung steigt konstant entsteht 0
I Ausgleichsstromung fallt konstant verschwindet entsteht

il Dissipation der Stromung konstant konstant O ~ verschwindet




