Anhang D: Funktionale und Funktionalableitungen 599

ANHANG D:
FUNKTIONALE UND FUNKTIONALABLEITUNGEN

D.1 DEFINITIONEN

Ein Funktional ¥ ist eine Verallgemeinerung einer Funktion mehregﬂrgumente, auch
abzéhlbar unendlich vieler Argumente, auf eine "Funktion” mit nicht abzéhlbar unend-
lich vielen Argumenten. Die entsprechende Verallgemeinerung der partiellen Ableitung
nennt man Funktionalableitung. Fur die zu verallgemeinernde Funktion abzzhlbar
unendlich vieler Variablen gibt es folgende alternative Bezeichnungsweisen:

i F = Flrye )
il F=F[an] = F[Q(1),....qw},...]

In (i} werden die Argumente (reelle Zahlen r,) von F einzeln aufgefihrt, in (i}
erhalten die Argumente von F den einheitlichen Namen q, wobei g als "Argumenten-
funktion” natdrlicher Zahlen die Rolle der Indizes von (i) Gbernimmt. g(n) kann z.B.
in Form einer Wertetafel gegeben sein oder auch ais graphische Darstellung:

q L 3
L Aq(v)

il I

1 v

Zu jeder Wahl eines Satzes von q{n)-Werten gehort also ein Funktionswert Flg{n}].
Die Partielle Ableitung bildet man, indem man ein qlv} um Aq(v) veradndert, die
resultierende Anderung AF[q] auf aq{v) bezieht und den Grenzwert Aq{v) — O bildet:

8F[q(n)] lim Fla(1),....qlv)+aa(v),...¥] - F[q(1),...4]
9q(v) Aq{v ) 0 agiv) ”

Die Funktion F wird zum Funktional #, wenn man die Funktion q{n) natdrlicher Zahlen
durch eine Argumentenfunktion qlr) reeller Zahlen ersetzt:

F=F[an)]] — 7 =9[qlr] ., neN —reR

Durch ein Funktional wird also einer Funktion eine Zahl zugeordnet. Das ist zu
unterscheiden von der Definition einer impliziten Funktion f(q(r)}, wo jedem Wert
der Funktion q(r) ein Wert von f zugeordnet wird. Dabei variieren nur die Werte
einer bestimmten Funktion qfr}. Bei einem Funktional dagegen variiert die Funktion
qlr) selbst!
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Nun soll die zur partiellen Ableitung analoge Funktionalableitung nach r=¢ definiert
werden: 3F[q(n)]/aq{v) — 3F[q(r)]/3q(£). Wie beschrieben, wird bei der Bildung
der partiellen Ableitung von den diskreten Argumenten q(n) nur das eine Argument
qlv) veréndert. Wie kann man aber innerhalb eines Kontinuums qlr) von Argumenten
nach einem "einzigen" Argument ql€) ableiten ? Man muR offenbar die Veranderung Aq
der Argumentenfunktion q(r} auf ein /ntervall A& um £ herum beschrinken und an-
schlieRend den Grenzwert A¢ — 0 bilden. Die Ableitung nach einem e/inzigen diskreten
Argument wird zunachst ersetzt durch eine Ableitung nach einem /ntervall A€ von
kontinuierlichen Argumenten, welches zur Selektion des gewdinschten Argumentes
"unendlich klein™ gemacht werden muR. Der Grenzwert 48 — O muB also zusétzlich zum
Grenzwert Aq > O gebildet werden ! - Die Beschriankung der Veranderung der Argu-
mentenfunktion qlr) auf ein /ntervall A€ der Argumente r um £ herum wird realisiert
durch Multiplikation mit einer Stufenfunktion, die im Intervall A¢ den Wert 1 hat
und sonst verschwindet:

1, falls r im Intervall A& um £ liegt

elri £:88) = 0 sonst
so daR die Analogie q(1), ...,.qlv)+aqlv), ... — qlr) + aqg {r; £,48), (A8 > O)
entsteht, und damit
87[alr)] _ Lim AT _ im Flalr) + aq e(r;€,48)] - F[alr}]
aq{g) AE >0 AQ AE AE 50 Aq AE
AQ->o0 Ag -0
qir) Ag

> r

3
dies ist zu vergleichen mit
dF[q(n)] _ lim AF C im Fla(1},....q{vi+aq(v),...8] - F[q(1},... ¥
ag(v) Aq(v ) soAq{v) Agfv) o aAqg(v)

Die Zahler beider Quotienten (AF und AF) verschwinden mit Aq — 0. A¥ verschwindet
aber auch mit A8 — O (sogar "chne” Aq — 0). Im "Funktional-Differenzenquotienten”
muld daher A% auf Aq und auf A€ bezogen werden! Im diskreten Fall "vertritt" das ver-
anderte Argumentimmer eine konstante "Intervall-Lénge" im Argumentenbereich. Daher
wird dort AF nur auf Aq bezogen.
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D.2 BEISPIELE
Beispiel 1) #[air)] = qlx) [ = [ qfr} 8(x-r} dr ]

Die der Funktion q(r} zuzuordnende Zahl ist der Wert von q(r} bei einem speziellen
Wert r=x. M.a.W., als Wert des Funktionals ist einfach die Argumentenfunktion qir)
an der Stelle r=x zu nehmen. Die Definition mit der "Deltafunktion" entspricht der
haufig verwendeten Definition eines Funktionals als /ntegral {iber die unabhangige
Funktion. Bei der Funktionalableitung dieses Funktionals spielen zwe/ spezielle
x-Werte eine Rolle:

1) Der Wert r=x, d.h. die Stelle der Argumentenfunktion, die dem Funktional
als Wert zugeordnet ist.

2) Der Wert r=£, nach dem das Funktional "partiell" abzuleiten ist.

3q{x} . qix) + Ag e(x;£,48) - g(x) . e{x;€,48)
= tim = Iim - = §(x-£)
Jq(&) AE 50 AqQ Ag AE 0 Ag
Ag->o0

Der Zahler des Differenzenquotienten ist entweder 1 oder 0, je nachdem, ob x im A -
Intervall um € liegt oder nicht. Beim Grenziibergang A& — O wird die Stufenfunktion
immer schmaler und der Nenner immer kleiner. Das Ergebnis ist die "Delta-Funktion"”
als Grenzwert von "Stufenfunktion / A¢" . (Beachte: Wenn die Funktionalableitung
3%/3q durch das Symbol "8" ausgedriickt wiirde, §%/8q, handelte es sich nicht um einen
Quotienten aus "Deltafunktionen” 1)

Das diskrete Analogon zu Beispiel 1) ist die Funktion F{gq) = g, = ¥ q; §,, wobei
S, das Kronecker-Symbol ist:

aqn _ [im qn+AQV8nv - qn - 5 oder acln _
- - n¥ -

aqy, AQp >0 Aq,, aq;

in

Es kommt offenbar darauf an, ob "zufallig" nach dem "zugeordneten™ Argument abge-
leitet wird (Ergebnis "1") oder nicht (Ergebnis "O"). Diese Fallunterscheidung
erfolgt durch ein "vorgezogenes" &, im Z&hler von AF. Dieses §,, entspricht bei der
Funktionalableitung der Stufenfunktion e(r; &€,A£), die nach Division durch A& und qu’
und nach der Grenzwerthildung die Deltafunktion ergibt.

.. dq(r) : ,
Beispiel 2) F[q(r)] = ——| = q'll|x =1 q'(x)
dr X
Die der Funktion q{r} zuzuordnende Zahl ist der Wert der Ableitung von qlr) bei

einem speziellen Wert r=x. Fir die Funktionalableitung ergi’bt sich
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aq' (x} _ dim q'{x) + Aq £'(X;€,88) - q'(x) = im €' (X;&,AL)
aQ(E) AE >0 AQ AE AE 0 Ag
Ag-o
d .. elx;€,4¢) d
= — 1 — . = = §(x- = &8'(x-
X AéTo v i (x-£) (x-£&}

Beispie! 3) Flqlr)] = flqlx)
Als Wert des Funktionals ist der Wert einer Funktion f{q{r)) der Argumentenfunktion
q(r} an der Stelle r=x zu nehmen. Die Kettenregei ergibt

af(gix)) df &(q(x)) df
AL ML = — s(x-€)
3q(£) dq q() dq

Hier konnte Beispiel 3) auf Beispiel 1) zurlickgefihrt werden, so daB die urspriing-
liche Definition der Funktionalableitung nicht mehr benétigt wurde. Ebenso kann man
das folgende Beispiel 4) auf Beispiel 2} zurlckfihren:

Beispiel 4)  #[q(n] = fl(g'{x))

af{g (x)) df 3(q'(x}) df d
= ; = ' 8(x E)
3q(£) dq' &q(g) dq’ dx

Die bei Funktionalen erfolgende Zuordnung einer Zahl zu einer Funktion kann auch
durch integration (in vorgegebenen Grenzen) erfolgen:

Beispiel 5)  ¥[q] = [ dx f(g{x))

df df
= I dx — 8(x-€) = —
dq

j dx flqix})) TN

3q(g)
Da Integration und Funktionalableitung vertauschbar sind, konnte Beispiel 5) auf
Beispiel 3) zurlickgefithrt werden. Ebenso kann man das folgende Beispiel 6) auf
Beispiel 4} zurlckfihren:

Beispiel 6}  ¥[q] = [ dx fiq'{x)

af(q" df d
[ dx flg'x)) = deM - Jd x % six-g)

aq{€) 3q(&) dq' dx

Hier kann nach partieller Integration [us’' = u§ - [u'§ die Ableitung der Delta-
funktion auf die Ableitung von u A df/dq’ Gbergewélzt werden. Der ausintegrierte
Teil us verschwindet, wenn € innerhalb der Integrationsgrenzen liegt:

&

, d df d df
§q(—gifd" flq'ix)) = de = s(x-g8) =

dqg dx dq
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D.3 FUNKTIONALABLEITUNGEN IN DER PUNKTEMECHANIK

Wenn man Beispiel b) und 6) zusammenfaldt, erhélt man
g

m[deEQ(X)rQ'(X)] = e

féﬁmlich, wie hier f von q{r) und seiner Ableitung q'(r} abhangt, hangt die in den
Kapiteln 1.6 und 10.1(a) angesprochene und in Anhang B.1(a) verwendete Lagrange-
funktion [LLArt ab von generalisierten Orten q;{t} und ihren Zeitableitungen, den
generalisierten Geschwindigkeiten. Man nennt

¥ = [ dt L[qit), qt}]
Wirkungsfunktional ("Wirkungsintegral"}. Dieses wird nach dem Hamiltonprinzip bei
allen Bewegungen minimiert. Wir haben durch Nullsetzen der Funktionalableitung des
Wirkungsfunktionals ¥ = [ Ldt die Lagrange-Gleichungen Il. Art hergeleitet:

a¥ 3 aL d aL

%i = %ij’dtL[qi(t)' qit) ] = H'aa =

Der {blichere Weg besteht in der Anwendung der "Variationsrechnung":

. aL aL .
3¢ = SIdtL = JdtSL [a.q ] = Jdt —38q; + — 8¢
aq; aq;
Die Variation an den Integralgrenzen verschwindet laut Voraussetzung. Daher kann
nach partieller Integration Jfuv' = uv - [u'v die Zeitableitung von &g
dg, d '

Q. = 8 - — 8q
Gi dt dt 9

auf die Zeitableitung von 3L/3q, (ibergewélzt und 8q; ausgeklammert werden:

aL aL d atb  d 4L
d aq; dt aq;

Die Bewegungsgleichungen (die "Variationsableitungen” von L) ergeben sich bei der
Variationsrechnung aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung, also dem Verschwinden von
8%, und dem zusdtzlichen Argument, dal® die Variationen 38q; beliebig sein kénnen. Die
Funktionalableitung dagegen "liefert" die Bewegungsgleichungen direkt aus dem
Verschwinden von 3%/3q, da die auftretenden §-Funktionen das Integral bereits
"beseitigen”. Ein direkter Vergleich liefert ein "Kochrezept” zur Uberfiihrung einer
Variation in eine Funktionalableitung :

1) "Teile" die Variationsgleichung durch 3g;
2) Ersetze die Symbole "8" durch "3" und "streiche" die Integration [ dt
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Die Funktionalableitungen von ¥ entsprechen also den Variationsableitungen von L,
d.h. den Lagrange'schen Bewegungsgleichungen Il. Art der Punktemechanik. Die
Funktionalableitung kann also bereits in der Punktemechanik angewendet werden.
Ublicherweise werden jedoch Funktionalableitungen erst fiir den Ubergang von der
Punktemechanik zur Feldtheorie eingefiihrt. Worin besteht also der Unterschied zur

Anwendung in der Feldtheorie?

D.4 FUNKTIONALABLEITUNGEN IN DER FELDTHEORIE

Die Theorie der Punktemechanik geht tber in eine Feldtheorie, (— auch Ubergang von
Kap. 10.2 nach 10.3}), wenn man den Index i in den diskreten Argumenten der
Lagrange-Funktion ersetzt durch ein kontinuierliches Argument r: q(t} — qir.t)
Ferner muR die gewdhnliche Ableitung q(t) ersetzt werden durch die partielle
zeitliche Ableitung 3,q(r,t) des Feldes qirt) qft) — dqir,t} und sie muR er-
génzt werden durch rdumliche Ableitungen ¥%qir,t) =: 3,q{r,t}. Die sich ergebende
neue Funktion wird Lagrangedichte A genannt:

Das Wirkungsintegral -ergibt ist in beiden Féallen ein Funktional
¥=[Ldt — ¢ =ff[fAdtdd

(Die Ausdricke 8, und 3,q wurden im Einfihrungs-Beispiel 2) mit q' bezeichnet). Die
Feldgleichungen lassen sich ebenso wie die Lagrange * schen Bewegungsgleichungen aus
der Wirkungsfunktion gewinnen, und zwar entweder {l) durch das Variationsprinzip
8¢=0 oder (ll} durch die Funktionalableitung 2¢%/3q

() Variationsprinzip 8¥=0

8¢ = [[fJ dt d3% 8Alg,8.9.94) = 0O — (mit Summenkonvention in k}:

8% (((( dt d3 l: o ) oA 39 oA 83 }
= ri—oq+ 4 + e
i)} aq 89,q 3a,q
(([( dt a2 {3"3 A asq+ a8 ]
= rf—oQq+ q + k0G
Jr]J 8q aatq ' aakq
frer an A A
= dt d3r 8q | — - &, - 9y = 0
1)) 3q 83.q 93,q
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Wieder wurden die Ableitungen von 8q abgewalzt, namlich durch partielle Integration
in Verbindung mit dem geforderten Verschwinden der Variation 8q an den Grenzen (hier
auch an den rdumlichen Systemgrenzen). Die Beliebigkeit der Variationen 8q innerhalb
dieser Grenzen erzwingt die Feldgleichungen:

3A A A . oL d &L
e - Yy — -8 —— = O vergl. mit —- — — =0
aq 94.q 9a,q ;

(11} Funktionalableitung 8¢#/3q(r,t)

) -
3T UH dt d3 | A { qlr,0), 3a(r,1), a,q(r) ) } \

aqir’

[ an  3qlr,t) 8n  8d.qlr,t) an &3 qlr,t)
= dt d3r | — + +
| 8q &qfr',t") 83,q 3q{r',t") 33,9 aql(r’,t")

Dieser Ausdruck enthélt die folgenden "Deltafunktionen”:

aq(r,t)

- — 8 _ r 8 _ 1 ,

qr . 1) (r-r} s{t-t')

ga.qlr,t) , L 3Balrt) ' '
PO 3(r-r') g s(t-t'}, At 3(t-t') 8, 8(r-r")

Nach dem Abwailzen der Ableitung von den Deltafunktionen in Term 2 und 3 auf die
A-Ableitungen ergeben sich sofort die obigen Feldgleichungen!

Wenn man in Analogie zur Punktemechanik das Feld-Wirkungsintegral

¢ = ffrfdt B a (qirt), 3q(rt), 3alrty ) = ¢ [ q ]

als ein Zeitintegral Gber eine "Lagrangefunktion" darstellen mdéchte, mul3 die letz-
tere offenbar als Raumintegral dber die Lagrangedichte definiert werden, d.h. sie
wird sel/bst zu einem Funktional, dem Lagrange-Funktional #:

$=[¢dt = ¢[q] mit

2= [ff & A (qlrt), aalrt), 3g(rt) ) = ¢ [q, XS ]

Bildet man statt der Funktionalableitung des Wirkungsfunktionals ¥[q]

 _ 2 dt d3r A[ {r,t), 3,qlrt), 3 (rt)]
aq'aq[m e Sd e Adh

die beiden Funktionalableitungen des Lagrangefunktionals £{q.3,q], so folgt
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3¢ g

= — JII d3r [A [q(r,t), a.qfr,t}), a,q(r,t) ] }

3  aq

an dq(r,t} an  33,.qlr,t) A 3A
*UJ‘“’ o : S
aq 3qlir'}) 84,q aq(r’) aq ER

g 3

. HJ 3 {A ( air,t), ag(rt), aa(rt) ) }

93,9 d3.q

an  33.q(r,t} aA
= dar =
JU aa.q 33,q(r’} 3a.q

und man erhalt durch Vergleiche insgesamt drei Darstellungen der Feldgleichung:

A 8A AA a3z 3¢ a¥
= " % —— - & == - % = = 0
aq 9d.q 29,9 aq dd.q

3q

Diese Darstellung durch das Lagrangefunktional entspricht formal vollkormmen den
Lagrange'schen Bewegungsgleichungen il. Art der Punktemechanik. Allerdings hat man
dort fir jeden Freiheitsgrad eine Gleichung, gekennzeichnet durch den Index i an den
generaliserten Koordinaten q;. Ein Feld hat aber unendlich viele Freiheitsgrade, und
- dennoch bekommen wir nur eine Feldgleichung. Diese enthilt jedoch im Gegensatz zur
Punktemechanik nicht nur die Zeit (q(t)}, sondern auch den Ort (q(r,t})}, und die
unendlich vielen Freiheitsgrade spiegeln sich in der unendlichen Vielfalt moglicher
r-Werte wigder. Oft treten in einer Feldtheorie auch mehrere unabhangige Funktionen
auf, (q{r,t)}). Hier zahlt der Index nicht die Freiheitsgrade, sondern die Felder
{(von denen jedes selbst unendlich viele Freiheitsgrade hat). Die Felder g; in

A= A(qi(r,t),atqi(r,t),3kq,-(l’,t))

werden allerdings oft mit dem Symbol ¢, bezeichnet. Mit dieser Bezeichnungsweise
leitet man z.B. auch die "Funktional-Form" der Hamilton'schen kanonischen Feidglei-

chungen her. Man definiert véllig analog zur drittletzten Formelzeile von Kap. 1.6:

Generalisierte Feldimpulse: m = 3A/33y, (= an/ay, )
Hamiltondichte des Feldes: n = wddW, - A (=mg, - A)
Hamiltonfunktional: ¥ == J[] d% 1

Die Legendre-Transformation ergibt dann aus den Lagrangegleichungen die kanonischen

Feldgleichungen:
3% g 3K K
=% 77— — =5 .,9m=-



